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‘26 OSNOVNE RASPODELE VEROVATNOCA DISKRETNE SLU-
" CAJNE PROMENLIIVE .

Razmotrimo raspodele verovamoéa diskretne slulajne promenljive koje
su poschno znadajne u statisticl

2.6.1. Binomna raspodela

Jo¥ na pofetku formiranja osnovnih pojmova teovije verovatnoce abjainjena
je fundsmentalna wloga matematicke feme, koju je proutio” poznat Svajcarski
matematifar Jakov Bernuli (1654—1705). Ta Zema se sastoji u slededem: izvodi
s¢ niz cksperimenata, a u svakom od njibk verovatnoéa realizacije dogadzja A je
ista i jednaka p. Za eksperimente se pretpostavija da su nezavisni, §wo znati da
verovatnoéa pojave dogadaja A4 u svekom od eksperimenata ne zavisi od toga da
1i se dogadaj A4 pojavio ili se nije pojavio u drugim eksperimentima (prethednim
ili slededim). -

Oznatimo sa g = 1 — p verovamodu da s u svakom pojedinalnom cksperi-
mentu dogadaj 4 ne realizuje.

Uctime slufajou promenljive X loja cznafava broj realizacija dogadaja A,
i najpre pretpostavimo da se eksperiment izvodi jednom. U tom slufaju X moie
dn uzme samo dve vrednosti: 1 1li 0, zavisno od toga da li se dogadaj A pojavie
ili nije. Odgovarajuée verovarnode jednake su:

PX=1)=p i PX=0Q) =7

Znati, raspodela verovatnoda slufajne promenljive X jednaka e

.J;':.{“ 1] BE
q b4 ia

a zakon raspodele verovatnoéa ima oblik:
P{x - .":] =.ﬁ: g% x=0,1 -ii'~“

- i

Cesto sc ova raspodela naziva i raspodelom ,nula-jedan® ili Bernulijevorm I"ni'po-

delom. Primer za ovu raspodelu je jednostruko bacanje dinara. i
Pretpostavimo da se realizuje n nezavisnih eksperimenara, a u svakom od

niih je verovatnoda realizacije dogadaja A jednika p. Onda slucajna promenljiva
X moge da uzme vrednostd 0y 1y 2,.. . ym. Treba naéi odgovarajuce verovdtnode.
Radi toga razmotrimo dogadaj X = x, Koji:¥nali da se u » nezavisnih ksperi-
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menata pojavio dogadaj .4, a da se u preostalih »#-x nije pojavio. Jedra od takvih
moguénosti je:

AA...A , BB...B
\_.V.__I \—n—v—.-_-/
X puta n-x puta

gde je B = A = non A. Kako su eksperimenti nezavisni i P(A) = p, P(B) = g,
to je verovatnoca ovog dogadaja jednaka:

PP P qq...q=piqh=

Ali, dogadaj A moZe da se pojavi u proizvoljnih x od n moguénih eksperimenata.
Broj svih razli¢itih nadina izbora x elemenata od n jednak je:

x_ iy _ nl
Q_@_ﬂ@—gf

Prema formuli o verovatnoéi zbira dogadaja, verovatnoéa da se dogadaj A pojavi
x puta u n eksperimenata, to jest da sluéajna promenljiva X uzme vrednost x
jednaka je:

P(X = x) = Ppyayp = C p? g% (2.6.1)

Raspodela verovatnoca, odredena zakonom raspodele verovatnoca (2.6.1), naziva
se binomnom raspodelom verovatnoca. Pojava dogadaja A Zesto se naziva uspehom,
a dogadaja 4 — neuspehon,

Naziv ,,binomna raspodela® izveden je iz Cinjenice da su verovatnode Pyszsp
Clanovi binomnog razvoja:

f‘I‘H’)" o §0 (:) Pr T ='g% + G) Pqﬂ_l +...+ (,,f]) Pﬂ‘_l g+ pt = x§0 Pryrsp
Y

Kako je r\-i— g=1, to je i:
o ‘1

n
: X Ppap=1 (2.6.2)
i& *=0
Na slici}2.6.1. ilustrovane su raspodele verovatnoéa za 7 = 10 i za razli-

&ite vrednosti \p.
Funkcija ‘raspodele binomne slucajne promenljive jednaka je:

0, za x <0
F(x) = }gk(gpkqﬂ“ks Za 0 <x Qn

Py
1, za x >n.

Razmotri¢emo verovatnoéu Pi,s,p kao funkeiju celobrojnog argumenta x.
Pri ra§éenju argumenta x funkcija Pp,zp najpre raste, zatim dostize maksimalnu
vrednost, a onda opada. Radi toga razmotrimo odnos:
Py, nl prtlgn-z-1  yl n-2 H—x
Mrihp pETlg > Prq ' (2.6.2)

Pump  (HD(—x—1)! xl(n—x)! x+1 ¢
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Ocigledno je da je verovatnoda Py,z415p veéa od verovatnode P,z ako je:

E_Eal
x+1 ¢

{ p=0,2
o,

10
\
0,10 A
0.10 : a)
i,
b) 0 1 2 3 4 5 § 7 x

|
L p=0,5 p=0,8
c
0,30 0,30 )
0,20 020
6,10 0,10
12 & A 5 6 08 &6 K B 284 5T T
Sl. 2.6.1.

to jest ako je x < mp — g. Na taj nadin, verovatnoda Pyszyp raste kad se x menja
od 0 do np —gq. Ako je:
n—x p

S |
x+1 ¢

to ie.st, ako je x = np — g (ova jednakost je moguéna samo u onim sludajevima
kad je np—g ceo nencgativan broj), onda je:

P, mep = I mr+lyp
Na kraju, Ppzi1p < Prysp ako je:

n—x p

x+1 ¢

<1

to jest ako je x >np—gq.

11 Elementl teorije verovatnoée 161



Znadi, verovatnoda Pyyg,p raste sve dok je x manje od np — g¢; dostiZe mak-
simum za x - np— 7; a za vrednosti x koje su ve¢e od np — g, opada. VeliCina
np — q je modalna vrednost binomne slucajne promenljive X 'Ako je velic‘:?na
np —q ceo broj, onda postoje dve najverovatnije vrednosti binomne slucajne
promenljive X:

np—qinp—gq+1=np+p,

to jest, onda je:

Pmux e Pm np=gr P — Pm PP p

Ako, medutim, np — g nije ceo broj, onda postoji jedinstvena modalna
vrednost Mo, veéa od np — g i manja od snp + p. U tom s%uc‘.aiu moda Mo moZe
kratko da se oznadi simbolom [x] — ,,najveéi ceo deo broja x*:

Mo = [np -+ pl

Sama verovatnota modalne vrednosti binomne slu¢ajne promenljive izratu-
nava se prema formuli (2.6.1) za x = Mo = np -+ p. Za velike vrednosti n moZe
se priblizno uzeti Mo~ np, pa se pomotu Stirlingove formule (n! ~ V2r 1 nhe )
dobija:

P P _ nlprp gn-np V2 nle~t pnPgne .
i (np)! (n—np)! T V2m np (np)"P e~ P V 2w ng (ng)"q e~

1 0,3989
i~ = (2.6.3)

Vimnpg  Vnpg

Parametri binomne 1aspodele jednaki su:
M(X) = np (primer 4, tatke 2.4.1) (2.6.4)
D(X) = npg (primer 6, tatke 2.4.2) (2.6.5)
q9—pr
Kj=-— zadatak 3, tatke 2.4.3) (2.6.6)
! Vapg . L
Ry =R HOR, o a3, Talie 2143) 2.6.7)
v npg

Ako je p == g = 0,5, binomna raspodela je simetri¢na (slika 2.6.1, b); a.k'o
je p < g, raspodela ima pozitivnu asimetriju (slika 2.6.1, a); a ako je p > g, asi-
metrija je negativna (slika 2.6.1, ). Kada n teZi beskonatnosti vidi se da:

K_.;—>0 i KE-'*O

§to je u saglasnosti s teoremom Muavra-Laplasa (glava I1I), prema kojoj binomna
raspodela teZi normalnoj raspodeli.

Primer 1. Nuaéi najverovatniju vrednost binomne slucajne promenljive
; l s &
X,akoje:a)n==39,p=0935ib)n=15, p= = U sludaju pod b) nadi i ve-

rovatnoéu modalne vrednosti.
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Redenje, a) Kako je np—g¢=1239-0,935—0,065=136 i np+p =
= 390,935 4+ 0,935 = 37, to slutajna promenljiva X ima dve modalne vred-
nosti: 36 i 37. ;

g 1 5 10 4 4
b) Kako je np—g=15-——===—=1— inp+p=2—,10]je

p—4q p 5 6 6 p TP p ]

4 ;
Mo=[np+pl=]2 Fi = 2. Verovatnoca ove modalne vrednosti je, prema obrascu
(2.6.3), priblizno jednaka:

1 1
P 7 iR e 2o 0,276
15yMos 6 V’Z‘J‘t npa

Primer 2. Partija proizvoda sadrZi 1 odsto $kartova. Koliki treba da je uzorak
da verovatnoca pojave bar jednog $karta u uzorku ne bude manja od 0,95.

ReSenje. Verovatnota Pp;r-13p moZe da se napife u obliku:

Pﬂ;::.;-]_;p =] — Pﬂ)ﬂ)p — 1 —g“

Kako je, prema uslovu zadatka:
Pﬂ§x‘-;1§p = 0,95
imamo:
1 —gn =095
ili
g* < 0,05

n> 208005 g
log 0,99

Primer 3. U proizvodnji izvesnih proizvoda nalazi se 6 odsto neispravnih.
Ako uzmemo uzorak od 5 proizvoda, kolika je verovatnoca da se medu njima nadu
tri neispravna proizvoda?

Refenje. Kako je verovatnota neispravnog proizvoda jednaka 0,06, treba
izratunati verovatnoéu Ps;s;oes. Da bismo izradunali ovu verovatnoéu moZemo
iskoristiti rekurentni obrazac (2.6.2) u obliku:

n—x p
sz+1ap = et sz:p
x+1 g
a onda izrafunajmo najpre Ps;o;o,06:

Ps;o30,08 = (1 — 0,06)° = 0,945 = 0,734

Sledi, za x = 0:
Psi150,06 = S —03{-)§~ - 0,734 = 5-0,0638- 0,734 = 0,234
1 094
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za x = I:

Ps;z;a,us = -3—- . 0,0638 4 0,234 = 0,030

i za x=2:

Psiaz,06 = 2. 0,0638 - 0,030 = 0,002

3

Radi efikasnijeg izratunavanja verovarnoca binomne raspodele verovatnoda
koriste se tabele verovatnota Prp,s,p za razliCite vrednosti n, x 1 p. Tabela I, data
u prilogu, daje verovatnote Pp,,p za n=2, 3, 4,5,6,7,8,9,20, 15,201 30
izap=201; 0,2; 0,3; 0,4 i 0,5. Zahvaljujuéi jednakosti:

me:j) — Pﬂm—:c; 1-p (2.6.8)

iz ove tabele dobijaju se i verovatnote Pp,zp i za p > 0,5,

Primer 4. Neka se eksperiment, koji realizuje dogadaj A s verovatnotom
P (A4) = 0,7, ponovi n = 10 puta. Naéi verovatnoéu da se dogadaj A pojavi
x =4 puta.

ReSenje. U tabeli I nisu date verovatnofe Ppyzp za p > 0,5, pa zato iskori-
stimo obrazac (2.6.8):

Prosa;o,7 = Pros 10-45 1-0,7 = Projs;08 = 0,036

Primer 5. Verovatnoca zastoja svakog od motora aviona jednaka je g (vero-
vatnoca rada bez zastoja jednaka je p = 1 —g), pri &emu motori otkazuju neza-
visno jedan od drugog. Avion moZe da nastavi let samo u tom slu¢aju ako radi naj-
manje polovina njegovih motora. Za koje vrednosti ¢ treba dati prednost dvomo-
torcu u Odl'l.OSl.l na (‘Eetvoromotorac?

ReSenje. Izrafunajmo verovatnoée uspeinog leta dvomotorca i &etvoro-
motorca. Oznacimo sa X broj motora u radu. Tada je:

Py = P (uspe$nog leta dvomotorca) = P(X 2 1)=1—P(X =0) =

Py = P (uspeinog leta &etvoromotorca) =P (X =2)=1— P(X =0)—
—P(X =1) = | —gf—dpgd = | — 4¢3 + 3¢}

Kako je: ;

1
Pr=Prag=¢g=0a=1 i g= 3 to je (slika 2.6.2)
Py > Py za -E- < g < 1. Praktiéno, verovatnofa zastoja motora aviona znatno

. ; 1 p ;
je manja od ?, pa je otigledno da etvoromotorcu treba dati prednost.

Primer 6. Dinar se baca 100 puta. Kolika je verovatnoéa da se grb dobije
50 puta?
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Refenje, Koristeéi Stirlingovu for-
mulu (n! &~ V2 n: wt e ") imamo:

50 50
Praoss0505 =(100) (-—1-) (l—-l—) =
50 2 2

100! 1 1

——

-2 -3 U
501 50! 2loo 5vV2n

~ — - 0,4=0,08

1
5

ZADACI R

1. Pomoéu tabele I konstruisati poligo- Slika 2.6.2.
ne raspodele verovatnoca za p = 0,3 = const.
in=35 10, 15 i 20.

2. Neka je p = 0,01 verovatnoéa da sijalica pregori u toku prvih 20 Zasova rada, Nadi
verovatnocu da 10 takvih sijalica ne pregori u toku prvih 20 fasova rada.

Rezultat 0,99'° ~ 0,904 .

3. Pet ispravnih dinara bafeno je odjednom. Naéi raspodelu verovatnoca slutajne pro-
menljive X koja oznafava broj grbova.

4. Ako je kocka batena 3 puta, nadi verovatnoéu da se najmanje jednom pojavi pet il
fest tafaka.

I
I
|
I
|
I
I
I
4
3

2143
Rezultat l—(-g-) =—~ 07
5. Verovatnoéa bar jedne realizacije dogadaja A u Cetiri nezavisna eksperimenta jednaka
je 0,59. Naéi verovatnoéu pojave dogadaja A u jednom eksperimentu.
Rezultat 0,2

6. Binomna slu&ajna promenljiva X, koja oznafava broj realizacija dogadaja u n nezavis-
nih eksperimenata moZe se predstaviti u obliku zbira:

X=X1+X+...4+X

gde je svaka od sluZajnih promenljivih Xy (f =1, 2,...,n) sluajna promenljiva Bernulijevog
tipa (sa znaenjem: broj realizacija dogadaja A u jednom eksperimentu):

) X‘=[1 o]
r 4

pri femu je M(X) =1'p+0g=p, MX®D =12 p+0g=p i D(X}=MX?—

—M2(X) =p—pt =pgq Sledi:
M) =M('§l X0 = ‘El M) =np
i=

==
1 n
DX)=D(EZ X)= ZDX)=npgq
i=l i=1
7. Ako X ima binomnu raspodelu sa p=0,5, naéi verovatnodu da sluajna promenljiva
X uzme vrednost unutar intervala p—o <X < p + o gde je p = M(X) i 0 = V.D(X), ako
je@n=1{Mn=2.CQn=3 a=4i(n=>=5

Rezultat (a) 0, (b) %, (c) %, (G)] ‘-:‘: (e) %-
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8. Ako se ispravan dinar baci 4 puta, kolika je verovatnoéa da se najmanje dva puta po-
javi grb?

Refenje. Broj grbova X ima binomnu raspodelu verovatnoéa s parametrima n = 4 i
= 0,5. Verovatnota pojave najmanjec dva grba jednaka je:

4 6 4 1 1
ezt = T Pazies = — 4 — 4+ = ==
Py; 22308 2 P4.1:)0:5 16 + 16 16 16

Verovatnota pojave najmanje 4 grba u 8 bacanja dinara jednaka je:
8 (8 13y# 1)3‘1 163 11
= =1 [ s —
x=4 (x ( 2 ) 2 256 16

9. Uzorci, svaki po 8 artikala, formirani su na sluéajan naéin iz velike partije u kojoj je
20 odsto neispravnih artikala. Naéi najverovatniji broj neispravnih artikala u svakom od wuzoraka
i verovatnofu ovog broja. *

Za 100 uzoraka po 8 artikala izrafunati broj uzoraka u kojima moze da se ofekuje tri ili
viSe neispravnih artikala.

Rezultat 1; 0,34; 20.

10. Radi kontrole odredenih proizvoda na slu&ajan na&in je izdvojen uzorak od 50 proiz-
voda iz vrlo velike partije i u njemu je zapaZen izvestan broj neispravnih proizveda. Ako je ovaj
broj neispravaih proizvoda veéi od tri, partijz se odbacuje; ako se u uzorky nalazi manje od tri
neispravna proizvoda, partija se prihvata, Ako je neispravnih proizvoda tri, uzima se novi uzorak
od 25 proizvoda i partija se odbacuje ako se¢ u njemu nade vife od jednog neispravnog proiz-
voda. U suprotnom, partija se prihvata,

Ako se u partiji proizvoda nalazi 1 odsto neispravnih, odrediti sledeée verovatnoée:
(@) da se partija prilivat posle kontrole proizvoda prvog uzorka;

(b) da se izabere drugi uzorak i da se partija prihvati u rezultatu kontrole proizvoda dru-
gog uzorka;

(c) da se partija odbaci (uzeti 0,99 ~ 0,6173).
Rezultat () 0,9862, (b) 0,0119, (¢) 0,0019.




2.6.4. Puasonova raspodela

Raspodela verovatnota definisana zakonom raspodele verovatnoca:

Sz i
f’n{xj - _f.-"- e

r ,x=0,1,2,,,.,4A>0
) x! . e (2.6.25)
L Px)=e¢e* T =gt
x=0 z==0 x|
naziva se raspodelom Puasona. Ovu raspodelu je 1837. godine uveo Siméon Denis
Poisson (1781—1840) kao grani¢ni slucaj binomne raspodele pod uslovom da je
broj ckSpcrlmer_xata n veliki, a verovatnoéa p pojave dogadaja 4 u svakom pojedi-
nacnom eksperimentu (Bernulijevog tipa) mala.

Teorema I’:_ms_ona. Ako u binomnoj raspodeli, definisanoj zakonom ras-
podele (2.6.1), za 'flksn'ano x stavimo da #n — @ i p — 0, ali tako da jenp =i=
= const, onda binomna raspodela tei raspodeli Puasona definisanoj zakonom
raspodele (2.6.25),

N A ; ;
Dokaz, Iz uslova np = X iz1azimo p = — i stavimo u binomni zakon ras-
n ;
podele, a zatim izvriimo sledecu transformaciju ovog zakona:

Pm::ap = ( n)pz (l _.p)n-z ==
x

_nn—=1@n—2) ...t —x+1) 'l—z(l-——})n_z

x! nx
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: 2 ] 2
Kada n-+o0, onda izrazi 1 — —, | —2, ..., —
n n on

jedinici, dok je:

r\m T 1y_n =
lim ([-ﬁ—) = lim [1-[7_ * e Tk
L n e i
»)
pa sledi:
; ; X IE g—h

lim sz;p = lim Pm:c; — =D (x) = L x == 0, ]: 5 epne
f};_:c[f; Hove 7 xl
(np=:2)

¢ime je dokazana teorema IPuasona.

Tabela 1 pokazuje da je i za male vrednosti » aproksimacija binomne ras-
podele Puasonovom 1aspodelom dosta dobra. Ova aproksimacija ima veliki prak-
tifan znadaj s obzirom na to da su izraunavanja binomnih koeficijenata za velike

vrednosti # nepogodna. :

TABELA 1. APROKSIMACIJA BINOMNE RASPODELE PUASONOVOM

] Binomna mspodcl]a Pifisonovi
= e s i 2 s __ - raspodela
‘x n=4,p= 2 n=8, p= 3 n=100,p = 00 & =1
0 0,316 0 344 0,366 0,368
1 0,422 0,393 0,370 0,368
2 0,211 0,196 0,185 0,184
3 0,047 0,056 0,061 0,061
4 0,004 0,010 0,015 0,015
5 —_ 0,001 0,003 0,003

Aproksimacija binomne raspodele Puasonovom je utoliko bolja ukoliko je
n vece (prakti¢no, za n = 50) i p manje (praktitno, za p < 0,1).

Odnos verovatnoéa P (x) za dve uzastopne vrednosti x jednak je:

LAl & (2.6.26)
P (x—1) %
odakle proizlazi da je:
B <P(x—1 ako je x =12,
B(x)=P.(x—1) .ll\o je x =3
Pi(x) >P(x—1) ako je x <},
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1o jest, vidi se da verovatnoce P (x) rastu kad se x menja od 0 do [2], a dalje
opadaju, $to znadi da je moda Mo jednaka [2]. Ako je X ceo broj, onda postoje
dve maksimalne verovatnoée Py () = P (h— 1).

Iz odnosa (2.6.26) dobija se i rekurentni obrazac:
X
P(x)=—=Ph(x—1) (2.6.27)
X

koji je pogodan za izrafunavanje verovatnoéa Puasonove raspodele. Kako je po-
Cetna verovatnoca jednaka P,(0) = e, to iz prakti¢nih razloga dajemo tabelu
vrednosti e za razli¢ite vrednosti A.

TABELA 2. VREDNOSTI ¢

X 0,0 o1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
e~ 1,000 0,905 0,819 0,741 0,670 0,607 0,549 0,497 0,449 0,407

A 1 2 3 4 5 6 3 8 9 10
e~ 0,368 0,135 0,0498 10,0183 0,0067 0,0025 0,0009 0,00033 0,00012 0,000045

Neposredno izratunate verovatnoce Puasonove raspodele date su u tabeli II,
u prilogu, za iste ove vrednosti A koje su naznacene u ovde navedenoj tabeli.

Funkcija izvodnica sluajne promenljive X, koja ima Puasonovu raspodelu
verovatnoca, jednaka je (tacka 2.5.1):

_ ©  j@eh o ety v
G@=M@)= I a0 0§ O per—n 6o
=0 x! x=0 x!

Kako su prvi i drugi izvod funkcije izvodnice jednaki:
g ()=t €N, g’ (1) = et =D (] + Aet)
to je matematicko ofekivanje slutajne promenljive X jednako:
| MX) =g (0) =2 (2.6.29)
Momenat drugog reda M (X2) jednak je:
M(X?) =gz (0) =2 + ¥

pa je disperzija slucajne promenljive X:

D(X) = M (X2) — M2(X) = ) (2.6.30)
Roeficijenti asimetrije i ekscesa jednaki su (tatka 2.4.3):
1 1
K =, Ky = — 2.6.31
ATV TR 2.6.31)
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Vidimo da Puasonova raspodela ima pozitivnu asimetriju.” Kako K4 -> 0
kad A - oo, proizlazi da Puasonova raspodela postaje skoro simetriéna za velike
vrednosti A. Na slici 2.6.3 vidi se da ve¢ za A = 5 Puasonova raspodela verovat-
noca postaje simetri¢na.

0,6 J
0,5. 0,5
0,4 A=05 0,4 A= 1
0,3 0,3
0,2 ] 0,2
0,14 0,1
0] 1 2 3 a o of 1 2 3 4 5
|
0.4 ul=2 J\=5
Q3 0,3 4
0,2] 0,2
i " m
o 1 2 3 4 5 6 o[ 1 2z 3 4 5 6 7 8 & w0 "

Sl. 2.6.3. Poligoni raspodele Puasona za razlicite vrednost ‘2

Puasonova raspodela ima $iroku primenu u demografiji, biologiji, fizici,
astronomiji, lingvistici, saobraéaju, telefoniji i dr.

Primer 1. Ovaj primer dao je poljski matematitar Bortkijevi¢ i odnosi se
na frekvencije godina prema broju poginulih vojnika u 10 pukova pruske vojske
od udaraca konja, u periodu od 1875. do 1894. godine. Bortkijevi¢ je Puasonov
zakon raspodele verovatnoda nazvao »zakonom malih brojeva® misleé¢i vise na
»zakon retkih dogadaja“,

U tabeli 3 uporedene su empirijske frekvencije s teorijskim, koje su izratu-
nate pomocu procenjene vrednosti . Kako je A = M (X)), to jest, kako je A srednja
vrednost sludajne promenljive X, ona se, kao Sto ¢emo videti u statistici, mo¥e
pribliZzno oceniti aritmetitkom sredinom:

Z fixg
Bt MX) = A (2.6.32)
fi
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gde f; oznatava empirijske frekvencije odgovarajuéih vrednosti slucajne promei-
ljive X, koje su dobijene posmatranjem. Konkretno, u ovom primeru, imamo:

)\mx-m_l-a(()-lﬂg—f-1-65—{—2-22—{—3-3-[-4-1+5-0)=U,61w0,6
200

Sada se iz tabele I &itaju odgovarajude verovatnode Puasonove raspodele:
Poyg (0) = 0,5488; Po, (1) = 0,3293; Py (2) = 0,0988;
Poys (3) = 0,0198; Po,5(4) = 0,0030; Poyg (5) = 0,0004.

MnoZenjem ovih verovatnocéa sa zbirom svih frc:kvencija, ov_dt?_ sa 200, dobijamo
takozvane ,,teorijske frekvencije®, koje uporedujemo s cmpirljls_klm. Testove za
verifikaciju saglasnosti empirijske i teorijske raSpo_deI{? frekvencua_q?ée_mq u sta-
tistici, a ovde samo vizuelno uodavamo da je razlika izmedu empirijskih i teorij-

skih frekvencija neznatna.

TABELA 3 (L. V. BORTKIEWICZ, DAS GESETZ DER KLEINEN ZAHLEN, 1898)

j inulih Broj godina Teorijske frekvencije
i?gikiuin:)lku kada ;i]c %oginuio Sti = NP (x) = 200 Po,s (x)
godine: x x vojnika: f
0 109 200- 0,5480 = 109
1 65 200-0,3293 = 66
2 22 200- 0,0988 = 20
3 3 200-0,0198 = 4
4 1 200-0,0030 = 1
5 0 200-0,0004 = 0

Primer 2. Broj alfa &estica (E. Rutherford and H. Geiger, Phil. Mag. (6)
20, 1910, 698).

TABELA 4
Broj intervala duZine 7,5 sekundi sa x festica po intervalu
x Empirijske frekvencije Teorijske frekvencije
0 57 i 54
1 203 210
2 383 407 .
3 525 526
4 532 509
5 408 394
6 273 254
7 139 140
8 45 68
9 27 29
10 10 11
11 4 4
12 2z ’ 1
13 0 1
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Primer 3, Raspodela vozila na ulici u Gracu (Austrija), 9. septembra 1963,
od 10 ¢asova i 20 minuta do 11 ¢asova i 10 minuta.

TABELA 5
T Broj intervala vremena duzine 30 sckundi sa x vozila po intervalu T

x Empirijske frekvencije Teorijske frekvencije o

0 6 6

1 18 17

2 21 24

3 26 22

4 16 15

5 8 9

6 2 4

7 1 2

8 2 1

9 0 0

Primer 4. U vreme od 14 do 16 Casova od ponedeljka do petka u interva-
lima od 5 minuta kontrolisan je parking sa 48 jednotasovnih mesta. Momenar
zapazanja tokom svakog petominutnog intervala izabran je na sluéajan nadin,
Svako zapazanje sastoji se od broja praznih mesta. Iz tabele 6 vid; s¢ da se, kao i u
prethodnim primerima, empirijske frekvencije petominutnih intervala vremena,
kad je uofeno x praznih mesta, neznatno razlikuju od teorijskih frekvencija izra-
¢unatih po Puasonovom zakonu raspodele verovatnoda.

TABELA 6
B . Broj petominutnih intervala kad je bilo x
Broj uotenih slobodnih mesta na posmatranom parkingu
slobodnih
jednogasovnih Empirijske Teorijske
parking mesta frekvencije frekvencije
x
0 29 25,1
1 42 39,3
2 21 30,1
3 16 16,4
4 ¥ 6,4
5 2 2,0
] 3 0,5
7 0 0,2
N =120 120,0

Slutajna promenljiva X je broj praznih mesta na parkingu. MoZemo sada
da izra¢unamo ).53—12]—0(0'29 +1-424 ... 46-3 4+ 7-0) =1—- = 1,567 ~

~ 1,6] verovatnodu da se nade najmanje jedno slobodno mesto na parkingu u
vremenu od 14 do 16 &asova:

Prg(X 2 1) = 1— P15 (0) = 1 — &6 = 1 — 0,202 = 0,708
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Primer 5. Puasonov zakon raspodele vozila na putu.') Za proucavanje
kretanja vozila na drumovima najprikladniji je aparat matemati¢ke statistike.
Matematicka statistika je u ovim proutavanjima prvi put primenjena jo} pre
trideset godina. Medutim, znatajnija proucavanja izvedena tek posle II svetskog
rata, Amerikanac O. K. Norman?) je 1942 godine eksperimentalnim putem uoéio
slaganje empirijske raspodele intervala vremena izmedu uzastopnih vozila i teo-
rijske krive tih intervala po Puasonovom zakonu. Kasnije su i drugi nauénici utvr-
divali ovu saglasnost i, pri tom, dogli do novih rezultata, Tako je sovjetski profesor
A. K. Birulja®) eksperimentima utvrdio da je pri intenzitetu od 200 do 400 vozila
na sat ovo slaganje potpuno, ako se za jedinicu posmatranja uzme 10 sekundi.
U slutaju veceg broja vozila ovo slaganje je bolje ukoliko se za vremensku jedinicu
posmatranja uzme interval od 5 sekundi.

Polazeci od logi¢kih postavki u ovom primeru su dokazani zakljuéci koji
su eksperimentima bili verificirani.

Veoma je retko da na putu potok vozila ima izgled guste i ujednacene ko-
lone. Brzine vozila su razliite i odstojanja izmedu njih veoma promenljiva. Ako
je na putu interizitet kretanja 600 vozila na sat, to znai da u proseku prolazi po
jedno vozilo svakih 6 sekundi. Medutim, prakti¢no, vide vozila mogu proéi jedno
mesto na putu i u razmaku od jedne sekunde, ali mogu da proteknu i intervali
od jednog minuta i vie a da ne prode nijedno vozilo.

Kao 3to se momenti pojavljivanja vozila na jednom mestu redaju na sludajan
naéin, tako isto je i vremenski interval izmedu dva vozila slu¢ajna promenljiva
veli¢ina. Osnovni je zadatak da se nade zakonitost redanja momenata prolaza vo-
zila na jednom posmatranom mestu puta, ili, 8to je isto, da se nade raspodela ve-
rovatnoca slucajne promenljive koja karakterie vremenske razmake izmedu vozila,
odnosno da se verificira hipoteza o saglasnosti empirijske raspodele frekvencija
s pretpostavljenom teorijskom raspodelom verovatnoéa. Proucavanje raspodele
frekvencija vremenskih razmaka izmedu vozila ima neposredno praktiéno znacenje.
Ako, na primer, ispitujemo moguénost prelaZzenja puta veteg znadaja osnovno je
ustanoviti uéestalost vremenskih razmaka ne manjih po duZini trajanja od vremena
potrebnog za prelaZenje tog puta. Poznavanje ove uZestalosti vremenskih ,,8upljina*
izmedu vozila na putu veéeg znatajo omogucava donoenje zakljudaka o velidini
intenziteta na putu manjeg znataja, odnosno poznavanje ove udestalosti obrazlaze
potrebu konstrukcije raskrsnice u dva nivoa.

Neka za interval vremena T prode posmatranim putem N vozila. Za praksu
je znatajno odgovoriti na sledeéa pitanja;

1. Koliko vozila prolazi u odredenom intervalu vremena ¢ (t< T)?
2. Kolika je u¢estalost vremenskih razmaka izmedu vozila veliCine zo(to << T)?
Odgovor na ova pitanja je jedinstven i sastoji se u nalaZenju raspodele ve-

rovatnoca slutajnog broja vozila koja prolaze posmatranim putem za vreme .
Radi toga potrafimo verovatnode:

Pz=Pr(2), ¢t < T

1) Ovaj primer uzet je iz autorovog &lanka ,,Puasonova raspodela verovatnoéa u primeni
na probleme saobraéajac, Saobraéaj, Tehnika, 1967, No. 1 s str. 146—148,

%) Norman O. K. Results of higway capacity studies. Public Roads. 1942, VI,

%) Birulja A. K. Uget neravnomernoj intenzivnosti dviZenija pri proektirovaniji avtomo-
bilnih dorog, Izvestija vuzov, Stroiteljstvo i arhitektura, Moskva, 1959, No. 2(8).

182

to jest, verovatnoée da x vozila prode za interval vremena ¢ preko jednog popred-
nog preseka posmatranog puta.

Pretpostavimo da je verovatnoéa pojave -jednog vozila na intervalu At
(At < T) proporcionalna ovom vremenu:

n=pBd)=al: (M

gde veliCinu a smatramo konstantnom za date vrednosti velidina N i T. Da bi
se za vreme ¢ pojavila dva vozila neophodno je da se posle prvog pojavi i drugo
vozilo do kraja intervala vremena A r. Dogadaj nailaska jednog vozila ne utice na
dogadaj nailaska drugog vozila, to jest ova dva dogadaja su nezavisna. .Zato je
verovatnoca pe = p2 (A t) — pojave dva vozila za interval vremena A ¢t — jednaka
proizvodu verovatnoca pojave jednog i pojave drugog vozila u tom intervalu vre-
mena. Na taj natin, ako je interval vremena A ¢ beskonadno mala velitina, onda je
veli¢ina pa = pp (A ) beskonano mala veli¢ina drugog reda u odnosu na At
Sli¢no su velitine p3 (A 1), pa(Az),... beskonatno male velitine treteg, Cetvrtog
reda itd. .
Ako u jednakosti:

po(AD+p(A)+p(A)+p(A)+...=1 o)

-

zanemarimo zbir:

(At pa(An)+ ...

dobijamo:

po(A)=1—pi(Ag) 3)

ili, s obzirom na relaciju (1), verovatnoca da se ne pojavi nijedno vozilo za vreme
At glasi: ’

' po(A)=1—als (4)

Sada moZemo izraCunati verovatnocu pe (f) da se u toku vremena ¢ ne pojavi ni-
jedno vozilo, to jest, verovatnocu da ,,8upljina“ izmedu vozila bude ¢ Radi toga
uotimo nesto vedi interval vremena ¢ + A ¢ i izratunajmo verovatnoéu po (t+ A 1),
to jest, verovatnocu da se u tom intervalu vremena ne pojavi nijedno vozilo. Oé‘l-
gledno, da se nijedno vozilo ne pojavi u intervalu vremena ¢ + Az potrebno je
da se nijedno ne pojavi ni u intervalu vremena ¢ ni u intervalu vremena A r, lI?rcma
teoremi o verovatnodi proizvoda nezavisnih dogadaja i prema formuli (4), dobijamo:

Po(t+ A0 =p0(@) po(A)=po()(1—ali) (3)

S druge strane, prema teoremi Lagranfa, imamo:

d
puft-{-&t)%pn(t)-i--—;jﬁ'tﬁt (6)
[4
Iz relacija (5) i (6) dobija se diferencijalna jednagina:
M + RPO (I) =0
de

Uz potetni uslov po (0) = 1, koji sledi iz relacije (3), refenje ove diferencijalne
jednadine glasi:
po(l) = e

183



Na sli¢an naéin izratunavamo i verovatnolu ps (¢), (x = 1) da za vreme ¢
prode % vozila na jednom mestu posmatranog puta. Radi toga uolimo nesto vedi
interval vremena ¢ + At i izratunajmo verovatnoéu pz (¢t + Ar). Moguéne su
sledeée alternativne pretpostavke:

— ili ¢e se u intervalu vremena ¢ pojaviti x vozila, a u intervalu A ¢ nijedno,

— ili ée se u intervalu vremena ¢ pojaviti x— 1 vozilo, a u intervalu vre
mena At jedno,

—ili...

— ili se nede u intervalu vremena ¢ pojaviti nijedno vozilo, a u intervalu
vremena A r—x vozila.

S obzirom na nezavisnost i uzajamnu isklju¢ivost ovih dogadaja, prema
osnovnim teoremama za verovatnofu zbira i proizvoda - dogadaja, dobijamo:

Pz(‘+A5)=Px(f)'Pn(A r)+px_1(:)-p1(Ar)+...
...+ pa (@D p:(Ar)

Zanemarujuéi verovatnoée beskonatno male drugog i viSih redova, iz poslednje
jednakosti se dobija pribliZna jednakost oblika:

Pzt + A0~ p () po(Ar) + e () P2 (D)
ili, ako zamenimo vrednosti za p1 (A ) i po (A ) iz relacija (1) i (4), dobijamo:
pre+AD ()l —ald) +pra(d)-ale (10)
S druge strane, prema teoremi LagranZa, imamo:
: d
Ptk B ~ps 0+ 22 (1)
Iz relacija (10) i (11) dobija se diferencijalna jednafina rekurentnog karaktera
(=1,2...):
4929
dt

Resavajudi redom diferencijalne jednadine (12) za x = 1,2, .. ., dobija se refenje
oblika:

+ apz(f) = apz(r) (12)

(a f)T- e-at
x!

Pr=ps ()= (13)

Na taj nadin, zakon raspodele verovatnoca broja vozila je Puasonov zakon

raspodele verovatnoca. Veli®ina a ima znaCenje srednje frekvencije vozila na po-

N
smatranom putu za vremie T: a = i Zbog toga formula (13) postaje:

N:)’ e
— e T
e (14)

x!

Pz () =

184

Iz formule (14) sledi formula za verovatnoéu da se za vreme : ne pojavi
nijedno vozilo:

ot
po(=e” T (15)
ZADACI
M
1. Pokazati da je odnos L M) kod binomne raspodele veéi od jedinice, kod
a? D(X) :

Puasonove raspodele jednak jedinici, a kod_ negativne binomne raspodele manji od jedinice. Ova
karakteristika moZe da posluZi i kao kriterijum za raspoznavanje raspedele prema osnovnim pa-
rametrima.

2. Matematicko ofekivanje i disperziju kod Puasonove raspodele izvesti neposredno iz
definicije matematickog otekivanja M (X) = E x P3(x), drugog momenta M (X?) = E x2 Pi(x)
i veze D (X) = M (X3 — M?(X). ! ' =

3. Ako je u proizvodnji izvesnih.a.rtika.la 20 odsto neispravnih, naéi verovatnofu da se
u uzorku od 100 artikala nadu: a) tri neispravna b) najmanje tri neispravna.

Rezultat A=100-0,02=2 a) 0,180 b) 0,325

4, SloZeni mchanizam sastoji se od 2000 podjednako pouzdanih elemenata. Verovarnoca
zastoja za svaki deo iznosi 0,0005. Naéi verovatnoéu da mehanizam otkafe u radu ako zastoj
mehanizma nastaje kada otkaZe bar jedan elemenat.

Rezultat p =1—e™ 1 = 0,63

5. Raspodela verovatnoéa broja vozila x koja prolaze jednu tatku na putu u intervalima
od jednog miputa, moZe da se uzme kao Puasonova raspodela s parametrom A. Ako je srednji
broj vozila koja za minut produ jednak 2, paéi verovatnoéu da u jednom minutu prode: 2) jedno
vozilo, b) manje od tri vozila, Izratunati takode najmanju vrednost za v tako da verovatnoa
de x bude manje ili jednako v bude veéa od 0,5.

Rezultat 0,271; 0,677; 2.
6. Na tabeli je prikazan broj nesrecnih sludajeva dnevno u jednoj fabrici, u toku 200 dana.

Broj nesre¢nih
sludajeva dnevno 0 1 2 3 4 5 6

Broj dana 130 51 12 4 2 1 1]

Izratunati srednji broj nesreénih sludajeva dnevno (videti primer I). Iskoristiti Puasonovu ras-
podelu s ovom srednjom vredno$éu i izrafunati verovatnoéu da se jednog dana dogode tri ili vise
nesrecnih slucajeva.

Rezultat 0,5; 0,0144.

7. Procent £karta u partiji proizvoda je nepoznat. MoZe li se s verovatnofom vedom od
0,90 tvrditi da je taj procent manji od 2, ako je u uzorku od 100 proizvoda nadeno 7 $kartova.

Redenje. Uz pretpostavku da je p = 0,02 (A = 100+ 0,02 = 2) imamo:
Pz (x > 0) = 0,765 < 0,90
Znadi, kada u partiji proizvoda ne bi bilo nijednog Skarta, u tom slufaju ne bismo mogli da tvr-

dimo s verovatnotom veéom od 0,90 da je verovatnoéa §karta manja od 0,02. Zan = 100ip = 0,02
dobija se da je verovatnoéa pojave broja Skartova veceg od 6 jednaka 0,005. Na taj nalin, prihva-
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tajuéi hipotezu da je p < 0,02 kao tadnu, morali bismo da prihvatimo da se realizovao malo ve-
rovatan dogadaj. Odavde sledi zakljuZak da se mo¥e smatrati da je verovatnoca Skarta veéa od 0,02.

8. Diskretne sluajne promenljive Xi, Xoy ..., Xn su nezavisne i imaju Puasonove ras-
podele s parametrima Ay, 2z, . . -» ha. Pokazati da je njihov zbir X, +Xa + ...+ X, takode
pottinjen zakonu Puasona s parametrom +dz ... + A

Dokaz, DokaZimo to najpre za zbir dveju slucajnih promenljivih X3 1 X5, Radi toga uotimo:

X Me—h A3y ke-2a

PXit+Xe=x)= 5 P(Xy = H)P(Xe = x— k) = & .
k=0 k=0 k! (x—R)!

et xMENTE  Ou ) -~ 0w
! k=0 kl(x— k) x!

¢ime smo dokazali da sluZajna promenljiva X; + X2 ima Puasonovu raspodelu 5 parametrom
A1+ 22, Uopstenje ovog rezultata izvodi se indukcijom,





