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PREDGOVOR TRECEM IZDANJU

. SaradnJ:a sa Citaocima pomogla mi je da u tredem izdanju izvr3im
}_.‘-{.}I'&Vke gres?ka koje su se pojavile u prethodnim izdanjima. Ceo tekst
Jje ponovo kriti¢ki pregledan. Koncepcija pristupaénog izlaganja materi-
je ostala je nepromenjena.
_ Zadatke prvog dela dopunjuju zadaci koje &itaoci mogu maéi u
mojoj »_Zblrcz reSenih zadataka iz teorije verovatnoce« (III izdanje, 1979)
i _}go_]u je, takode, izdao »Privredni pregled«. Zadatke drugog dela dopu-
nice zadgm »Zbirke reSenih zadataka iz matematike statistike«, koju
sam napisao sa asistentima J. Popovicem i D. Teodorovitem i koja ce
se pojaviti pofetkom 1981. godine.

U Beogradu

18. novembra 1980. godine Svetozar V. Vukadinovié¢

PREDGOVOR CETVRTOM I1ZDANJU

: Citaoci prethodnih izdanja su mi saoptavali greske i sugerisali
dopune. Koristim priliku da im zahvalim na toj saradnji. Nadam se da
¢e se i novi ¢&itaoci ugledati na njih.

U Beogradu, 17, II 1986. Svetozar V. Vukadinovié

I DEO
Teorija verovatnode

UvobD

Teorija verovatnode je matematitka disciplina koja izutava zakonitosti slu-
¢ajnih pojava.

Sve do najeg vremena pogreno je prenoeno misljenjé da je teorija vero-
vatnoée nastala u XVII veku, kad su Ferma i Paskal poteli izudavaju hazardne
igre. Sasvim se logiéno postavlja pitanje zaSto. hazardne fgre, koje su postojale
hiljadu i vife godina ranije, nisu podstakle pojavu i razvoj teorije verovatnode
i pre sredine XVII veka. Savremeni istori¢ari ne poricu znadaj uticaja hazardnih
igara na razvoj teorije verovatnode, ali isti¢u da su zadaci i problemi, koji su izvr-
§li osnovni uticaj na njenu pojavu i razvoj, ponikli pri obradi statisti¢kih podataka
i Tezultata u razliditim naukama ili iz rada osiguravajuéih drudtava. Prvi stati-
sticki podaci, pre svega o stanovni$tvu, sakupljani su jo$ u starom veku. Sistematska
i dovoljno sveobuhvatna statistitka ispitivanja upravo potinju u periodu radanja
kapitalizma. U XIV veku nitu prva osiguravajuéa druStva u Italiji i Holandiji u
kojima su izratunavane ,$anse”: za veli rizik traZena je veéa premija (za preko-
morski prevoz premije su iznosile 12 do 15 odsto, a za prevoz robe unutar zemlje
6 do 8 odsto vrednosti robe). :

Naglim razvojem prirodnih nauka, kada su u periodu renesanse posma-
tranja i eksperimenti dobijali sve veéi znataj, pojavila se potreba obrade rezultata
merenja, posebno ocene sluéajnih greSaka. Galilej je govorio da su slutajne gredke
neizbeZne pri instrumentalnim posmatranjima i postavio je pitanje njihove ocene,
Nijegov je zakljutak sledeti: &eSce se pojavljuju manje greske, a rede vede. Stavile,
on ukazuje na to da je zakon raspodele gre$aka simetritan. Galilej je na 1aj natin
otkrio &tav niz osnovnih osobina normalne raspodele verovatnoca, jedne od osnov-
nih raspodela teorije verovatnode. : ¢

Prvi zadaci koji pripadaju teoriji verovatnoée odnose s¢ na izratunavanje
razlititih moguénih rezultata pri bacanju nekoliko kocki i potitu iz X i XI veka.
U 'knjizi ,,O igri kockom* Kardano (1501—1576) je dao taan broj svih moguénih
ishoda pri bacanju dve i tri kocke i pribliZio se definiciji verovatnoée pomocu
jednako moguénih dogadaja. Pored ovih podsticaja, na razvoj teorije verovatnoce
uticala je i kombinatorika, koja je sistematski izloZena 1666. godine u Lajbnicovoj
knjizi- ;;Ars combinatoria®. : SHaTe

" Radanje teorije verovatnode vezano je za imena Paskala (1623—1662), Ferme
(1601—1665) i Hajgensa (1629—1695). Ovaj period moZemo ratunati od sredine
XVII do poetka XVIII veka. Izmedu Paskala i Ferma polela je 1654. godine

" prepiska o nizu zadataka, medu kojima je bio i zadatak o podeli uloga prilikom

prekida igre. Mnogi autori pridaju izuzetan znalaj povodu ove prepiske i pojavi
same teorije verovatnoée kada je kockar Sevalije de Mere postavio neka pitanja
Paskalu u vezi s,igrama kockom. Treba ista¢i da se u istorijsko-matemati¢koj lite-
raturi uloga Paskala i Ferma u stvaranju teorije verovatnote preuvelitava, a da se
Hajgensu pridaje drugostepeni znafaj. Medutim, njegova knjiga ,,0 ratunu u
hazardnim igrama® je prva Knjiga o teoriji verovatnoée Koja' je do pojave radova
Jakoba Bernulija imala wveliki znadaj za razvoj ove teorije.



Period formiranja teorije vergyatnoce kao nauke. (potetak XVIII — sredina . -

XIX veka) zapolinje pojavom lmnge $vajcarskog matematitara Jakoba Bernulija

(1654—1705) ,,Traktat o nauci predvidanja®, koju je.posle smrti autora izdao. 6 -
Nikola Bernuli 1713. godine: U ovoj knjizi je savrieno strogo dokazana prva gra- .

ni‘na teorema, koja se danas naziva teorema Bernulija. Uk_ratko,_ona utvrduje
da je verovatnoca ve¢ih odstupanja frekvencije — od’ verovatnoée p miala, ako
i n "
je samo n dovoljno veliko ( je verovatnoéa pojave posmatranog dogadaja u svakom
od n nezavisnih eksperimenata, a m je broj realizacija tog dogadaja). Pored toga
$to je predstavljala osnovu daljih istraZivanja u oblasti grani¢nih teorema teorije
verovatnoce, teorema Bernuli,ia ima izuzetan znaéai i 1 razliditim prakti¢nim pri-
menama teon]e verovatnoce. Posebno Grgammvamm eksperimentima, pre svega
bacan;em uvis kovanog novca, teorema Bemuh]a je ne }ednom potvrdena. Bufon
je bacio nov¢i¢ 4040 puta i 1992 puta dobio je grb. Docnije je Karl Pirson bacio

najpre 12000 puta noveic¢ i dobio 6019 puta grb, a kada ga je bacio 24000 puta -

— grb je dobio 12012 puta. Frekvencije "pojave grba u ovim eksperimentima su.
jednake 0,4931, 0,5016 i 0,5005.

Podetak XVIII veka oznaden je i pojavom radova Abrahama de Muavra
(1667—1754). U radu ,,Uéenje o sluéajevima® iz.1718. godine on, pored ostalog,
razmatra niz pitanja u vezi sa teoremom Jakoba Bernulija. Iz teoreme Bernulija

ne sledi da ¢e se = obavezno pribliZiti p, kada se n uvetava. Broj pojava posma-
n
tranog dogadaja, to jest broj m, zavisi od sludaja i zato su moguéna razliita od-

stupanja frekvencije T od verovatnoe p. U radu ,,Analititka smesa®, iz 1730.
n

‘ m
godine, Muavr razmatra pitanje sa kakvim verovatnoéama, odstupanja p od p
mogu da uzmu ove ili one vrednosti, Muavr je nalao posebno relenje za sludaj

p = 0,5, to jest za p = 0,5 on je ispitao sa kakvim verovatnocama razlika ] i —p
i 0 n
uzima razlidite vrednostl '

Docnije je Pjer Laplas (1749—1827) proSirio teoremu Muavra za proizvoljne
vrednosti p koje nisu jednake 0 i 1. Teorema Muavra-Laplasa predstavlja drugu
osnovnu graniénu teoremu verovatnoée. Laplas je radove iz teorije verovatnoce
poleo da publikuje sedamdesetih godina XVIII veka. Svoje osnovne rezultate
iz teorije verovatnoce izloZio je u knjizi ,,AnalitiCka teorija verovatnoée' '1812.
godine. U ovoj knjizi je sistematizovao sve rezultate iz teorije verovatnoce od tog
vremena, usavr$io je metode dokazivanja, postavio osnove za izudavanje statistic-
kih zakonitosti, uspe3no je primenio teoriju verovatnoce u oceni sluéajnih grefaka
i drugo Laplasovi radovi predszavi;aju neocenjivi doprinos razvoju teorije. vero-
vatnoce. U ;,Analitickoj teoriji** data je i takozvana klasiéna deflmcua verovatnoce
koja se &esto naziva i Laplasovorn !

Razvojem teorije verovatnoée bilo je mogucno potpuno i taéno re§1t1 za-
datak ocene sludajnih grefaka. Nemalki matematicar Karl Gaus (1777—1855)
dobio je 1809. godine osnovni rezultat koji se sastojao u mvoden;u normalnog
zakona raspodele slu¢ajnih gresaka. Posle njegovih radova ponikag je zadatak ocene
parametara normalne raspode[e Gaus je, takode, zasnovao i metodu na;manph
kvadrata. Njegovi rezultati iz teorije gredaka i sada se, bez 1zmene, nalaze u_ve-
¢ini udZbenika, i sl saedsd
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Izmedu imena P. Monmora (1678—1719), T. Simpsona (1710—1761, koji
je prvi razmatrao neprekidnu raspodelu), T. Bajesa (1702—1763), L. Ojlera
(1707—1783), D. Bernulija (prvi je primenio analizu beskona®no malih na za-
datke teorije verovatnoée), Bufona (1707—1788, primenio je teoriju verovatnole
u prirodnim naukama) i drugih, istaknimo iz ovog perioda i ime Puasona (1781—
1840). Njegova znamenita teorema pripada sada zakonu velikih brojeva. Razma-
trajuéi teoremu Muavra-Laplasa, Puason je uotio da se binomna raspodela utoliko
lodije zamenjuje normalnom raspodelom ukoliko se p viSe razlikuje od 0,5. Tako
je dobio asimprotsku formulu binomne raspodele za sludaj kada p teZi nuli, n bes-
konaZnosti, a ‘proizvod np ostaje konstantan. Puasonova raspodela je postala jedna
od najznadajnijih raspodela verovatnoéa. Ovu raspodelu je krajem XIX veka poljski
matematidar Bortkjevi¢ nazvao zakonom malih brojeva.

Prema retima Gnedenka, radovima Laplasa i Puasona zavrien je veliki i
plodotvorni poletni period razvoja teorije verovatnoce.

I dok je u Zapadnoj Evropi u drugof polovini XIX wveka nastao zastoj u teo-
riji verovatnofe zbog shvatanja da je ona posebna matemati¢ka zabava koja ne
zasluZuje ozbiljnu paZnju, u Rusiji su Bunjakovski i Ostrogradski razvili inter&e
za ovu teoriju. Pod neposredmm uticajem nuhovxh radova pojavio se P . L.
bifev (1821———-1894), koji je uneo nove ideje u teonm verovatnoce. Osnovnu pazn;u
Cebiev je posvetio grani¢nim teoremama. On je objavio svega Cetiri rada iz oblasti
teorije verovatnoce koji su odigrali veliku ulogu u njenom daljem razvoju. U radu
,,0 srednjim velitinama® dokazana je vrlo znatajna nejednakost koja se sada na-
ziva nnejednakodéu Cebiseva®. Pomotu ove nejednakosti Cebisev je dokazao
teoremu iz koje se, kao posledice, dobijaju teoreme Bernulija i Puasona. Osnovna
pitanja koja su interesovala Cebiseva odnosila su se na zakon velikih, brojevai na
granine teoreme za zbir nezavisnih slutajnih promenluvzh Zadatak koji je sebi
postavio bio je u tome da ove teoreme dokaZe za 3to je moguce ire klase slucajnih
prome:n.ljlwh To su i bila osnovna pitanja teorije verovatnoée. Od n}xhovog re=-
enja zavisio je dalji put razvoja teorije verovatnoce. Rezultatima u teoriji verovat-
noée Cebidev je ukazao na dalji put njenog razvola, udahnuo joj je nove ideje,
redio je principijelno fundamentalne zadatke, zainteresovao je za teoriju verovat-
noce talentovine matematiZare i postavio pred njih nove probleme. Sve je to iz-
velo teoriju verovatnoée iz Corsokaka i oznalilo pofetak njenog burnog razvoja.

NajznaZajniji sledbenici Cebifeva su A. A. Markov (1856—1922)i A. M. Ljapu-
nov (1858—1918). Za ime Markova vezani su ,lanci Markova®, to jest nizovi
sludajnih promenljivih povezanih tako da verovatnoéa realizacije jednog eksperi-
menta uzima odredenu vrednost ako je poznat rezultat prethodnog eksperimenta
(prost lanac), ili tako da verovatnoéa jednog eksperimenta uzima odredenu vred-
nost kada su poznati rezultati prethodnih % eksperimenata (sloZeni lanac Markova
reda k). Markov je proirio zakon velikih brojeva na zavisne sluéajne promenljive.
Ljapunov je iz teorije verovamode objavio dva velika rada. Opitije rezultate od
Cebiteva i Markova Ljapunov je dobio zahvaljujuéi primeni nove metode karak-
teristi¢nih funkcija, koja je zamenila metodu momenata. Teorema Ljapunova
iz 1901. godine, koja je dobila maziv ,centralna grani¢na teorema®, u posebnom
sluéaju objadnjava za$to se mnoge sluéajne promenljive pedtinjavaju normalnom
zakonu raspodele verovatnoca. Iz teoreme Ljapunova sledi da — ako je slucajna
promenljiva X zbir vclikog broja nezavisnih slutajnih promenljivih, od kojih svaka
ima neznatno mali uticaj na celokupni zbir — tada X ima raspodelu blisku normal-
noj. Pri tom, zakoni raspodcla sluéajnih promenljivih koji sastavljaju zbir mogu
biti proizvoljni,



Zahvaljujuéi uspesima ri¥ke $kole teorije verovatnole, a i potrebama sta-
tistike, po¢etkom XX veka obnavlja se interes za teoriju verovatnoce i u Zapadnoj
Evropi 1 Americi.

Razvoj i §iroka primena teorije verovatnoce pofefkom XX veka postavili su
zahtev za ponovnim razmatranjem i preciziranjem njene logitke _osnove. U to
vreme aksiomatski metod je proniknuo u mnoge oblasti matematike (I:I_llbcrt'ov
sistem aksioma u geometriji, Peanov sistem aksioma u alggabn) lggzo metod koji zasniva
razli¢ite oblasti matematike i omoguéava i dalji razvoj teorije. Laplasova def:lj
nicija verovatnoée imala je vrlo ogranitenu primenu i nije mogla da se progiri
na proudavanje sve sloZenijih pojava u fizici, statistici, biologiji i tehnici.

Siroko razmatranje logitkih osnova teorije veroyatnﬂffe predstavljalo je po-
¢etak nove najplodnije etape njenog razvoja. Prvu aksiomatiku dao je S. N. Ber'r'l-
3tajn 1917. godine. Uogivii potpunu analogiju izmedu pojmova metritke teorije
funkcija i teorije verovatnocde, Kolmogorov je 1933. godine _c_ab)avm aksmmat!,!(u
teorije verovatnote koja-je omogufila kori¥¢enje sve bogatijeg aparata teorije
funkcija.

" Izuzetno veliki interes za teoriju verovatnoée i matematicku ‘_.s'tatistiku poja-
- vio se posle drugog svetskog rata. Naulni interes za probleme teorije verovatnoe
usmeren je u viSe pravaca: jedni produbljuju Klasitne graniCne teoreme teorije
verovatnoce, drugi se posveuju primenama u razliCitim oblastima, tre¢i razra-
duju nove oblasti ponikle u okviru teorije verovatnoce. Jedna od izuzemno znagaj-
nih novih oblasti teorije verovatnoée je teorija sIqufm'fl_ procesa kogu je zasnovao
Kolmogorov. U oblasti primene slucajni procesi su teorijski modeli za izu¢avanje
dinamickih sistema u slutajevima kad se stanja sistema odredu)q_ verovatnocama.
Od posebnog praktinog znacaja istiCu se procesi Markova koji se primenjuju
u- problemima-masovnog - opsluzivanja- (telefonija, trgovina, saobracaj), difuzije
i-braunovog kretanja. ‘Zahvaljujuéi razvoju teorije verovatnoce nastale su i nove
matematicke discipline;

— teorija masovnog opsluZivanja,

— teorija ‘informacija, -

— ‘teorija pouzdanosti ‘tehni¢kih sistema,

— teorija zaliha.®

'Ma:é_zmau'd‘ka srénkz;'ka kao nauéna disciplina polela je da se razvija tek ne-

davno. U prvim udsbenicima ona se sastojala od teorema teorije verovatnoce,
- pribliZnih formula, empirijskih posmatranja i intuitivnih pravila. Tek dvadesetih
godina: XX veka pojavile su se prve tatne formulacije osnova matematicke sta-
tistike.. Podetkom XIX veka Belgijanac Ketle, krajem XIX veka Englez K. Pirson
i potetkom XX veka Englez R. Fier znaili su za statistitku metodologiju _tri
* epohe. Savremena statistitka metodologija vezana je za imena }_k_xrgmkana.ca N_e]—'
mana i Volda. Zahvaljuju¢i njihovim radovima uogene su i razvijaju-se tri oblasti
matematiCke statistike: : R B0
— teorija estimacije (ocene),
— teorija provere statistitkih hipoteza, ; _
, — teorija_planiranja eksperimenata. : bri BT

-~ Cilj ‘teorije estimacije sastoji se u konstrukciji metoda za ocenu v_r_édnosti
jednog ili veceg broja parametara zakona raspodele verovatnoda slutajnih promen-
r
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ljivih. Osnovu savremene teorije estimacije dao je Nejman, zasnivajudi je na tako-
zvanim intervalima pouzdanosti (poverenja, confidence intervals). Njegova teorija
je ponikla kao kritika odgovarajuce teorije R. Fifera. U poslednje vreme pogela
su ispitivanja u oblasti neparametarske teorije ocena. Izuavaju se intervali pouz-
danosti koji sa datom verovatno¢om sadrZe nepoznatu funkeiju raspodele (Kolmo-
gorov, Smirnov, Vold). '

Osnovni zadatak teorije provere (verifikacije) statistiZkih hipoteza sastoji
se'u odredivanju pravila ili kriterijuma na osnovu kog se pomoc¢u eksperimentalnih
vrednosti sluéajnih promenljivih mo#e resiti da li prihvatiti ili odbaciti predloZenu
hipotezu. Teorija Nejmana i E. Pirsona ogranitena je na primenu kod parame-
tarskih hipoteza. U oblasti neparametarskih hipoteza jo§ od vremena K. Pirsona
koristi se test hi-kvadrat. Sistematska istraZivanja u ovoj oblasti zapoceo je R. Fi-
Ser, Lije su ideje razvili S. Sefe, E. Leman i C. Stejn. Kriterijumi Kolmogorova
i Smirnova predstavljaju novi doprinos u ovoj oblasti statistike. IstraZivanja u ovoj
oblasti su znatajna sa teorijske tatke glediSta i imaju veliki praktitan znacaj, jer
se u primenama Cesto sre¢emo sa situacijama kada nam je oblik funkcije raspodele
posmatranih sluéajnih promenljivih nepoznat.

Treéa, najmlada oblast statistike je teorija planiranja eksperimenata. Siste-
matska istraZivanja u ovoj oblasti takode su zapoteli R. Fifer i J. Nejman. Praksa
je pokazala da bitnu ulogu u primeni statistike igra sama $ema eksperimenta, jer
u zavisnosti od nje moZe da se dobije nepotpuna ili potpunija i kvalitetnija infor-
macija. U klasi¢noj teoriji statistike unapred je odreden broj posmatranja na osnovu
kojih se izvode statisti¢ki zakljuéci. Nova metoda, koju je zasnovao A. Vold (en-
gleski: sequential analysis, ruski: posledovateljnij analiz) — nazovimo je DpoStup-
nom ili sekvencionalnom metodorq — odlikuje se time §to broj posmatranja nije
stalna veli¢ina, unapred datd, nego je sludajnog karaktera. Provera statistitkih
hipoteza ovom metodom izvodi se postupno, po etapama. U svakoj etapi moguéna -
su tri reSenja: ili prihvatiti predloZenu hipotezu, ili je odbaciti, ili produZiti ekspe-
riment izvode(i dopunska posmatranja. Pokazalo se da je ova metoda efektivnija
od klasi¢ne. Postupna metoda Volda je u stadijumu neprestanog razvoja.

A. Vold je osnivat i teorije statisti¢kih funkcija reSenja (decision), koja sje-
dinjuje sve tradicionalne oblasti statistike u harmonijsku celinu, Rezultati u ovoj
oblasti, do kojih su do3li uglavnom Vold i Voljfovic, imaju zasad teorijsko znadenje,

Matematitka statistika je savremeno orude inZenjera, ekonomista, lekara,
biologa, fizitara, psihologa, agronoma i drugih. Na poletku ovog veka na prste
jedne ruke mogle su se nabrojati oblasti ljudskog istraZivanja koje su koristile
teoriju verovatno¢e i matematitku statistiku. U naSe vreme, naprotiv, na prste
jedne ruke mogu se nabrojati oblasti ljudskog istraZivanja koje ne koriste teoriju
verovatnoée i matemati¢ku statistiku, j

CebiSev je u polusaljivoj formi izrekao misao da se istorija matematike moze
podeliti na tri perioda:
— u prvom: zadatke su postavljali bogovi (delski problemi udvajanja kocke,
kvadrature kruga ‘i trisekcije ugla);
— u drugom: zadatke su postavljali polubogovi — Paskal i Ferma;
— u treéem: zadatke postavlja praksa. '

Za teoriju verovatnoée i matemati¢ku statistiku ovaj treéi period je poleo

_pedesetih godina ovog veka.
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~ Glava I
 VEROVATNOCA SLUCAJNOG DOGAPAJA
L1 SLUCAJNI DOGADAJI, ALGEBRA DOGADAJA

1.1.1. Dogadaj i skup

Po;am verovatnoce vezrujemo, po pravilu, sa realizacijama ckspermenta ili
opservacije.!) Ove realizacije nazivamo dogadajima.

Neki dogadaji proizlaze neizbeZno prilikom svake real:zacue eksl:oenmenta,
njih ¢éemo zvati pouzdanim dogadajima. Za dogada]e koji se ne mogu pojaviti pri
realizaciji eksperimenta kaZemo -da su nemoguci dogadaji. Ako se u urm”) nalaze
samo bele kuglice, pouzdano je da éemo izvuéi belu kuglicu, a nemoguce da cemo
izvuéi crnu,

_Za jedan dogada} ka.ie.mo da je sluéajan kada se, kao rezultat nekog eksperi-
menta ili posmatranla, nJegova reahzacqa ne moZe pouzdano da;predvidi. Pol
deteta, pojava_ grba na gornjoj strani dinara posle bacanja, , pojava parnog brO]a
tataka na gornjoj strani kocke posle bacanja i dr., jesu sluajni dogadau, koje ¢emo
dal;e u tekstu kratko zvati ‘ dogadajima. -

: “Da bismo videli kakvi odnosi posto;e medu dogada]una, zadriuno se na eks-
pcnmenru bacama kocke i uotimo ve¢ spomenuti dogadaj: pojavu parnog broja
taaka ‘na gom;o; strani kocke. Ovaj dogadaj moZe se realizovati-na viSe nacina,
odnosno na gornjoj strani kocke mogu se pojaviti ili dve tadke, ili etiri, ili §est
tadaka. Medutim, dogadaj koji se sastoji u pojavi pet taaka na gornjoj strani kocke
moZe da se realizuje samo na jedan nalin. Iz ovog pru‘nera vidimo da se dogadaji
mogu podeliti na one koji mogu da se realizuju na vide naina i one koji mogu da
se reahzu)u samo na jedan nadin. U nasem sluéa]u razlika izmedu prvog i drugog

1) Ccsto se dogadaj definife kao rezultat realizacije kompleksa uslova.

3) Urna sa raznobojnim kuglicama je uproi¢en model mnogih pojava koje proudavamo
u priredi i tehnici. Pretposta\rljamo da se kuglice u urni razlikuju samo po boji. Pretpostavka,
koja se odnosi na nemoguénost razlikovanja kuglica u toku izvladenja, omoguéava jednake 3anse
svakoj kuglici da bude izvuZena. Nije te3ko uociti da se i Jeme eksperimenata koji se sastoje u
bacann; dinara ili kocke mogu svesti na feme urni.
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dogadaja je ista kao izmedu troelementnog skupa (2,4, 6) sloZenog od dvojke,

tetvorke i Sestice i jednoelementnog skupa (5) koji se sastoji samo od petice.

Ova dva dogadaja imaju jo$ jednu osobinu: oni se ne mogu realizovati isto-
vremeno. Ako se na gornjoj strani kocke pojavio paran broj tacaka, sigurno je da
se nije pojavilo pet tadaka. Ako se, medutim, pojavilo pet taCaka, oCigledno je da
se nije pojavio paran broj tataka. Ovakvi dogadaji se medu sobom iskljuduju, a
nazivaju se i disjunkimim dogadajima. Napomenimo da medusobno isklju¢ivanje
ovih dogadaja znadi isto $to i disjunktnost skupova (2,4, 6) i (5) , koji nemaju
zajednicke elemente.

Postoje, naravno, i dogadaji koji se ne iskljucuju. Tako, na primer, dogadaj
koji se sastoji u pojavi parnog broja tacaka na kocki i dogadaj koji se sastoji u po-
javi broja tataka manjeg od tri, mogu se realizovati istovremeno. Oba dogadaja
ée se realizovati istovremeno kada se na gornjoj strani kocke pojave dve tadke.
Ali, pri bacanju kocke moZe da se realizuje i posebno svaki od ovih dogadaja.
Ako se, na primer, pojave Cetiri tatke na kocki, tada se realizovao samo prvi doga-
daj. Odnos ovih dogadaja moZemo uporediti sa ednosom skupova brojeva (2, 4, 6)
i (1,2): oni imaju zajednicki elemenat, ali svaki od njih sadrZi i elemente koji ne
pripadaju drugom skupu.

Moze se desiti da se realizacijom jednog dogadaja realizuje drugi. Ako se
pri bacanju kocke pojavilo $est tataka, u tom slucaju realizovao se i dogadaj koji
se sastoji u pojavi parnog broja rataka na gornjoj strani kocke: Odnosu dogadaja,
da realizacija jednog povlaci i realizaciju drugog dogadaja, odgovara sledeca veza
izmedu skupova (6) i (2,4, 6): prvi skup se sadri u drugom.

Dogadaj koji se sastoji u tome da se realizuje najmanje jedan od dva dogadaja,
naziva se zhirom tih dogadaja. Zbir dogadaja, jednog koji se sastoji u pojavi broja
tataka na kocki koji je veci od tri i drugog koji se sastoji u pojavi parnog broja
tadaka, jeste dogadaj koji se sastoji u pojavi dvojke, Cetvorke , petice ili Sestice.
Zbiru dogadaja odgovara zbir (unija): (2,4, 3, 6) skupova (2,4,6) i (4,5, 6) sa-
stavi;en od svih elemenata koji pripadaju najmanje jednom od skupova (2 4, 6)
i(4,5,6).

Dogadaj koji se sastoji u 1stovreme:no; reahzacm dva dogadaja naziva se
proizvodom tih dogada]a Kao primer, razmotrimo prmzvad sledeéih dogada)a
dogadaja koji se sastoji u po;a\u parnog brola tadaka na gornjoj strani kocke i doga-
da)a koji se sastoji u pojavi bro;a tataka veceg od tri. Proizvod ova dva dogadaja
moZe se realizovari na dva nadina: ili pojavom Cetiri racke, ili pojavom Sest taCaka
na gornjoj strani kocke. Proizved dva dogada}a mozemo, dakle, da uporedimo
s proizvodom (presekom) skupova (2, 4, 6) i (4, 5, 6). To je skup (4, 6) sastavljen
od zajednickih elemenata ovih skupova.

Potpuna analogl]a. izmedu dogadaja i skupova, koju smo uogili na ovim pri-
merima, omoguéava nam da relacije medu dogadajima izrazimo pomodu relacija
odgovarajuéih skupova.

Dalje, kao rt:ahzac:;e eksperimenta bacanja kocke prihvatamo skup brojeva
(1,2, 3,4,5,6), Ciji elementi predstavljaju sve poledlnacne, elementarne reali-
zacije ovog ekspenmenta, koje se ne mogu izraziti jednostavnijim. To znati da
identifikujemo elementarne dogadaje sa elementima odredenog skupa, koji pred-
stavljaju pojedinacne realizacije posmatranog eksperimenta. A dogadaji, vezani
za dati eksperiment, mogu se oznaiti kao podskupovi osnovnog skupa elementar-
nih dogadaja. Tako, u sluca]u jednog bacanja kocke moZemo uogiti 28 = 64 raz-
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licitih dogadaja, tj. onoliko koliko % razlicitih podskupova skupa (1, 2, 3, 4, 5, 6),
ukljucujudi i prazan skup (nemogué dogadaj), koji ne sadrii nijedan elemenat.

Primer 1, Bacanje dinara. Skup svih elementarnih realizacija eksperimenta
bacanja dinara sastavljen je od dva elementa, koje ¢emo oznaiti velikim slovima
G i P. Elemenat G oznacava pojavu grba na gornjoj strani dinara, a clemenat P
pujavu ,,pisma® (druga strana dinara). Cetiri razlitita dogadaja (22) vezana za
bacanje dinara jesu: .

(/) — prazan skup, odnosno nemogu¢ dogadaj,
(G) — dogadaj koji se sastoji u pojavi grba,
(Py — dozadaj koji se sastoji u pojavi pisma, i

(G, P) — pouzdan dogadai, koji se sastoji u pojavi grba ili pisma.

U slu®ju bacanja dva dirara moZzemo uoditi Cetiri elementarna dogadaja:
GG, GP, PG, PP. U ovom slucaju imamo 24 = 16 razlicitih dogadaja. Navedéemo
neke od njih: *

(GG, GP) — pojava grba na prvom dinary,
(GP, PP) — pojava pisma na drugom dinaru,
(GG, GP, PG) — pojava grba . najmanje -jednom,
(GG, GP, PG, PP) — pouzdan dogadsj i dr.

]

1.1.2. Prostor elenientarnih do'ga'daja. Algebra dogédaia

Skup svih elementé§;1ih doga_daié, koji predstavljaju sve .realizaéiie chnog

eksperimenta, sadinjava ,proscor elementarnih. dogadaja koji odgovara tom ekspe-
rimentu. Prostor elementarnih dogadaja u teoriji verovatnoce je prvobitan pojam
koji se ne definide. U razmatranim primerima videli smo tipiéne prostore elemen-
tarnih ‘dogadaja, tipi¢ne zato $to se u najve¢oj meri za prostore elementarnih do-
gadaja dobijaju konacni skupovi. Za eksperiment bacanja kocke to ‘je bio skup
(1, 2,3, 4, 5,6), sastavijen od Sest elementarnih -dogadaja. Konalni i prebrojivi
(1j. koji se mogu prebrojati skupom prirodnih brojeva) prostori elementarnih "do-
gadaja poznati su pod nazivom diskreint prostori. :

_ Dogadajima se u teoriji verovatnoée nazivaju podskupovi prostora elemen-
tarnih” dogadaja ili, drugim rec¢ima, skupovi elementarnih dogadaja. Dogadaje
¢emo oznacavati velikim slovima latinice. Nemogu¢ dogadaj cemo oznaciti slovom
V, a pouzdar slovom U.

Definicija 1. Ako se dogadaj A sadrii u dogadaju B, to jest, ako su ele-
mentarni dogadaji, koji satinjavaju dogadaj 4, istovremeno i elementi skupa ele-
mentarnih dogadaja, koji sadinjavaju dogadaj B, kaZemo da dogadaj 4 poviadi za
sobom dogadaj B, ili da je dogadaj A deo dogadaja B, i to cznatavamo simbolom
(»,pripada®, ,,deo od“):

o ACB

Na s_li;:i 1.1. 3ematski je prikazan odnos 4 < B.
BAkojeA=<cBiBcCG,ondajei d<=C.
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Za proizvoljan dogadaj A ispunjeno je:
Ved A<U

Definicija 2. Ako je A < Bi B < A, onda su dogadaji A i B ekvivalentni,
U tom sluéaju piSemo:
A=B

Definicija 3. Suproran dogadaj dogadaju A4 je dogadaj A = non A, koji
se sastoji u tome da se dogadaj A ne pojavi pri realizaciji posmatranog eksperimenta,
to'jest, _suprotan dogadaj A sastoji se od svih elementarnih dogadaja koji ne
pripadaju degadaju A. Suprotan dogadaj naziva se i -komplementom datog doga-
daja, Srafirani deo slike 1.2. prikazuje dogadaj 4.

Iz definicije suprotnog dogadaja sledi:

d o=
tj. komplement komplementa dogadaja A je dogadaj A.
AkojeACB,ondaieECE. '
Pouzdan i nemogué dogadaj su suprotni dogadaji, tj. U=ViV = U.

Definicija 4. Zbir dva dogadaja 4 i B, u oznaci A 1 B, jeste dogadaj koji
se realizuje u pojavi bar jednog od dogadaja A ili B (koristi se i oznaka ,unije:
A U B). Uopéte, zbir kona¢nog broja dogadaja A1, Az, ..., Ay je dogadaj A, +
+ A2 + ... + An, koji se realizuje pojavom bar jednog od njih.

7

SlL1.1:Aec B SL 1.2:4

. Tako, ako ozna&mo sa Ez, Es i Es pojave 2, 4 i 6 tataka na kocki, i sa 4 po-
javu parnog broja talaka na kocki, onda je:

A=E+ Ei+ Es
Za zbir dogadaja vaZe komutativni i asocijativni zakon:
A+B=B-§-A, A+B+C)=(A+B)+C
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Za proizvoljan dogadaj p| ispunjeno je:
A+V=4, A+A=A4, A+A=U, A+U=U
Akoje A= CiBeC,ondaje A4+ B< C.
Ako je 4 4-B =4, onda je B < A.
Otigledno je A = 4+ B, B< A+ B.
Srafirani deo slike 1.3. $ematski prikazuje dogadaj A + B.

Definicija 5. Proizvod dva dogadaja 4 i B, u oznaci AB jeste dogadaj koji
se realizuje pojavom i dogadaja A i dogadaja B (koristi se i oznaka ,preseka‘
A n B). Uopste, proizvod konatnog broja dogadaja Ay, Az, ..., An je dogadaj
A1 Az . .. Ay, koji se realizuje istovremeno pojavem svih ovih dogadaja.

Na primer, ako pri bacanju kocke A4 oznatava pojavu parnog broja tafaka
na kocki i B pojavu broja tataka deljivog sa tri (B = E3 4 Eg), onda je AB =Es.

Za proizvod dogadaja vaZe komurativni i asocijativni zakon:
AB = BA, A(BC)=(A4B)C
Zbir i proizvod dogadaja povezani su distributivnim zakonom:
(A + B) C = AC'+BC

Za razliku od brojeva, u distributivnom zakonu znaci ,,plus® i ,,puta‘ mogu
se medusobno zameniti, to jest taéna je i relacija: r

A+BC=(A+B)(4+C) -
Za proizvoljan dogadaj 4 ispunjeno ]e
AV =V, AA=A4, AU=A, AA=V
Ako se dogadaji A iB zakljaquju, onda je:
- AB=V

Takav je sluéaj kod bacanja dinara: GP = V, gde dogadaj G oznacava po- -

javu grba, a "P — pisma. Nemogué i pouzdan dogadaj se iskljutuju: UV = V.,
0Od posebnog je znataja predstavljanje jednog dogadaja zbirom dogadaja koji se
u parovima iskljuéuju:

o i A=B1+4B:4...+ By

gde je B; Bj =V zai ] U tom slutaju kaZemo da je dogadaj A4 rastavljen na

posebne sluéajeve By, Ba. .. By,
Ako je C= Ai C< B, onda je C = AB.
Ako je AB -: A, onda je A < B. '
‘Ako je A -} B = AB, onda je 4 = B.
! Otigledno je AB< A, AB< B, AB< A + B.

Srafirani deo slike 1.4, 3emartski prikazuje proizvod dogadaja AB.
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Definicija 6. Raslika dogadaja A4 i B, u oznaci A — B, jeste dogadaj koji
se sastoji od onih elementarnih dogadaja koji pripadaju dogadaju 4, ali ne pripa-
dsju dogadaju B,

i
il
(i

SL13:4+8B SL 1.4: 4B
Srafirani deo na slici 1.5. Sematski prikazuje razliku 4 — B.
Iz definicije razlike dogadaja proizlazi:

A—B=AB

Znaéi, svaki elementaran dogadaj, koji pripada dogadaju 4, a ne pripada dogadaju
B, pripada istovremeno i dogadaju A4 i dogadaju B, i obratno; zato se dogadaji
A — B i AB sastoje iz istih elementarnih dogadaja, to jest, ekvivalentni su.

Pod simetriénom razlikom podrazumevamo sledecu razliku (slika 1.6.):
AAB=(A—B)+(B—4)=(A4 +B)—

Sl 1.5:4—B Sl 1.6:4AB o

2 Elementi teorije verovatnoe 17



Definicija 7 Dogadau W1, Ag, ..., Ap obrazuju potpun sistem dogadaja,
a.ko se makar jedan od njih pojavi pri rea.llzacm eksperimenta, to jesr, ako je:

At At A =U
Od posel'nog znaaja ¢e dalje biti potpuni sistemi dogadaja koji se medu
sobom iskljucuju. Takav potpuni sistem dogadaja je onaj koji se dobija pri jedno-
strukom bacanju kocke, to jest, sistem dogadaja Ei, Es, Es, Es, Es, Es, koji odgo-
varaju respektivno pojavi I, 2, 3, 4, 5, 6 talaka.

Definicija 8. U svakom zadatku teorije verovatnoce sreemo se sa odrede-
nim eksperimentom i odredenim sistemom dogadaja S, koji, se ‘realizuju posle
svake realizacije eksperimenta. Sistem dogada]a § se naziva poljem dogadaja, ako
1Spun1ava sledeée - uslove: . 1

' a) kada sistemu S pripadaju dogadaji 4 i B, u tom sluc.a.}u pripadaju mu
i dogadaji 4 + B, AB, A 4 B;

b) sistem dogadaja S sadrzi pouzdan i nemogué dogadaj. B

Kako razlika dogadaja 4 — B moZe da se prikaZe*u obliku AB, u tom slu-
¢aju proizlazi da je i razlika 4 — B dogadaj koji pripada polju dogadaja S.
ZADACI

1. Veze izmedu dogadaja 4 i B u obliku:"

- - A+B=AB i AB=A+5FE

" nazivaju se pravilima de Morgan:r Dokazati i Sematski ilustrovati ove Jc:dnakosn Uopstit pra\r:{a

de Morgana za sludaj tri i .vile dogadaja.

ki 2. Zbirove dogada;n A +BiA+B+ C razloZiti na dogadaje kon se medu sobom is-
juduju.

Rezultat. 4 + B =4 +(B—‘EB) =LA_+BA =AB +AB + AB
A4+ B+ C=4+ AB 4 ABC. }
3. Pokazati da jednakost (4 + B) C = AC + B¢ ima smisla samo onda kad je AG = BC.

4. Dokazati da_se zbir dogadaja Ai, As, ... moZe uvek prcdsmvm kao zbir dcgada]a
51, Ez, ..., koji se u parovima isklju¢uju, tako da je za svako n ispunjeno:

A+ As+...+An=EFE1+Er+...En

Uputstve. Za dokaz je dovoljno uzeti F; = A4, kao i E: =4 — (A + ...+ i)

Za § =2, 3«77

i 5. Dokazati da su-za pro:zvohne dogada_:c Ai B odnosi A cB A3 B A + B B,

AB V- ekv:\ralcntm L8
6. Dokazati jednakosti: i
“a) A +B=AB+AAB . dA+BC=(4+B)(4%C)
by AAB=AB + A8 ¢) AB— ABC = ABC = (4— C)(B—C)
¢)"AAB=ABAAB f) A+B)C=4B-C"

i g) A(B—C)=4B—C

Dokaz, c) Komteﬁ defmlcuu simetritne razlike i pravila de Morgana imamo:

AAB = 4B A AB = (AB)(AB) + (AB) (4B) =
= (A + B)(AB) + (4 + B)(AB) = AB + AB =
=(B—A)4+(A—B)=AAB
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7. Sa mosta se moZe uéi u grad dvema ulicama. Ako sa 4 obelezimo prﬂazak preko mosta,
sa B {k = 1,2) prolaz ulicama i sa C doluzak u grad, izraziti dogadaje Ci C pomotu A4 i B:.

Rezultat C=A(3 +Bs) C =24 + BB

8. Cetiri studenta polaZu ispit. Ako sa 4, B, Ci D ozna&mo njihove uspehe na ispitu,
izraziti sledeée dogadaje:

a) nijedan nije polozio,

_b) poloZio je samo prvi student,

"¢) poloZio je samo jedan student,

d) poloZio je makar jedan studeat,

e) poloZila su dva studenta,

f) poloZila su najvise dva studenta,

g) polozila su najmanje tri studenta,

h) poloZila su najvise tri studenta,

-'r C+D= U ABCD, e) ABL’..D + ABCD + ABC-D + ABCD-+ ABCD +ABCD £)

sabrati dogadaje pod a), ¢) i e), g) ABCD + ABCD + ABGD + ABCD + ABCD, h) ABCD.
9. Navesti potpun sistem dogadaja za eksperiment bacanja tri dinara,

Rezultat. Ako sa G obeleZzimo pojavu grba i sa P pojavu pisma, onda je potpun sistem
dogadaja jednak:
GGG, GGP, GPG, PGG, GPP, PGP, PPG, PPP.

10. Pokazati da dogadaji 4 + B, ABC i 4 + B + C &ne potpun sistem dogadaja.

Redenje. Potrebno je pokazati da je njihov zbir jednak U. Kako je, prema de Morganovom
pravilu, 4 + B + C = ABC, imamo: .

A+B+ABC+ABC=A+B+AB(C+C)=A+ B+ 4B =
=A+B)+(A+B=U

11. Dmnr se baca dotle dok se dva puta uzastopce ne pojavi ista strana. Opisati prostor
elementarnih dogadaja.

Rezultat. Prostor elementarnih dogadaja sastoji se od niza dogadaja
GG, PP, GPP, PGG, GPGG, PGPP,...

12 Neka An oznatava .dogadaj koji se sastoji u tome da se u n-tom ponavljanju eksperi-
menta realizuje dogadaj A, i neka Ba,m oznalava dogadaj koji se sastoji u tome da se za prvih
n ponavljanja :kspernnenta dogadaj A realizuje m puta.

a) Izraziti dogadaje Bu,2, Bays i By pomotu dogadaja Ay.

i b) S kojim dogadajima dopuniti dogadaje Bax (& = 2, 3, 4) tako da Zne potpun sistem
dogadaja?

Rezultat. 2) Bya = A14edads + Az Aads + AAedids + Aide s + 41423 As +

+ Aididsds; Bug = AidedsAs + Aidzdsds + A1A:3As + ArdadsAi; Bus = A1dsdsds
b) Bao + Ban + Baz + Bya + Ba,a =U

13. Sadriaj dve urne je sledeci: u prvoj se nalazi a belih i & crnih kuglh:a, a u drugoj ¢

- belih i d crnih. Iz prve urne je na sluéajan naéin izvucena jedna kuglica i stavljena u drugu urnu,
. 4 zatim je iz druge urne izvucena jed.na kuglica i stavljena ponovo u prvu urnu. Koji su moguéni
+ sastavi prve urne?

- Re3enje. Oznadimo sa Suys, Sas1s b-15 Sacbs1 moguéne sastave prve ume, gde indeksi
(a,8), (@a+1,5—1), (a—1, & + 1) oznatavaju broj belih i crnih kuglica u prvoj urni posle
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prebacivanja. Ako sa B; oznadimo pojaw. bele kuglice iz prve urns i sa B2 pojavu bele kuglice
iz druge urne, onda se navedeni sastavi prve urne dobijaju pod sledeéim uslovima:

Sc;n = B}.BE + EIB_i Su+1; -1 = Ele Sa_]., Byl = B].E_l

) 14. U urni se nalazi pet sijalica od kojih su dve defektne. Sijalice se na sludajan nadin
izvlae jedna po jedna i kontrolisu dok se obe defektne ne otkriju. Razmotriti sve slutajeve koji
se rIz:logu desiti pri kontroli, U koliko se slufajeva kontrola sijalica prekida posle provere tree
sijalice.

. Regenje. Ako sa D oznafimo pojavu defektne sijalice, a sa N — ispravne, imamo sledece
slutajeve kontrole:

DD, DND, DNND, DNNN (preostala sijalica je defektna), NDD, NDND, NDNN,
NNDD, NNDN, NNN.

U tri od deset slutajeva kontrola s= zavr3ava posle provere trece sijalice. Svi sludajevi kontrole
mogu se i Sematski prikazati (slika 1.7). :

D N

Korirola \ - D= : N

5L 1.7.

15. Da li sledeéi sistemi dogadaja &ine polje:
a) §=|U,V}
b) §=|U,4,4,V]
& S=(U,4,4}

Rezultat. a) § = (U, V} je polje, jer je U = V,2iz U cSsledi V ¢ § i obratno,
b) da,
c) ne.

1.2. VEROVATNOCA SLUCAJNOG DOGADAJA

1.2.1. ‘Klasitna definicija verovatnofe

-';(%asiéna definicija verovatneée svodi pojam verovatnode na pojam jednako
mogucnih dogadaja koji se smatra osnovnim i ne definife se. Klasi¢nu definiciju -
verovatnoée dao je Laplas 1812. godine.
20
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Definicija 1. Klasicna definicija verovatnoce. Ako dogadaji Ei, Es ... En
Zine prostor elementarnih dogadaja koji se medusobno iskljutuju (EiEj =V,
i ) i koji su jednako moguéni, i ako realizacija m (0 < m < n) ovih elementarnih
dogadaja povladi realizaciju dogadaja A, onda je verovatnoéa P (A) dogadaja A
jednaka:

P(A) = (1.2.1)

= |32

. Cesto se potpun sistem elementarnih dogadaja Ey, Ez, ..., En (E1 + E2 +

4 ...+ E; = U), koji se medusobno iskljucuju i koji su jednako moguéni, -na-

ziva i potpunim sistemom moguénih rezultata eksperimenta. Elementarni dogadaji
na koje se razlaze dogadaj A nazivaju se povoljnim dogadajima dogadaju 4. U tom
slu¢aju je verovatnocta P (4) dogadaja A jednaka odnosu broja mogucnih rezultata
eksperimenta koji su povoljni dogadaju 4, prema broju svih moguénih rezultata
eksperimenta.

Primer 1. Slufeéi se klasi®nom definicijom verovatnoce, nadimo cemu je
jednaka verovatnoéa pojave grba pri bacanju dinara. Pretpostavljajuéi da dinar
ima oblik idealnog valjka jednake visine i da je napravljen od homogenog mate-
rijala, imamo prava da smatramo da se pri bacanju s podjednakim $ansama mogu
otekivati dva jedino moguéna rezultata: grb ili pismo. Pad dinara na grb je, dakle,
povoljan slu¢aj, pa je:

1
P(G)= —
(G) 5
Pojam verovatnode smo povezali s potpunim sistemom elementarnih dogadaja,
to jest, sa svim moguénim realizacijama eksperimenta. Ovakav potpun sistem
elementarnih dogadaja odreduje polje dogadaja S koje odgovara posmatranom
eksperimentu. Svakom dogadaju koji pripada polju dogadaja S odgovara izvesna
verovatnoéa. Na taj nadin verovatnofu moZemo smatrati kao funkciju tih dogadaja.
Znadi, verovatnoéa kao funkcija definisana je na polju dogadaja S. Razmotrimo
osnovne osobine ove funkcije.

Teorema 1. Za svaki dogadaj A iz polja S:
P(4)=0
Ova osobina je otigledna, jer razlomak ™ ne moze biti negativan.
n
Teorema 2. Za pouzdan dogadaj U:
PU)=1 (1.2.2)

Pouzdanom dogadaju U povoljni su svi mogucni rezultati eksperimenta, to jest,
m=n, pa je:

I

=2
n

Teorema 3. Teorenia zbira verovatnoéa, Ako se dogadaj A razlaie na dva

dogadaja A, i A4z koji se medu sobom iskljuduju, pri éemu je, za dati eksperiment,
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my sluCajeva povoljnih dogadaju, A1 i m2 slucajeva povoljnih dogadaj =
= m + mg), onda je: L povey s .(m 3

P(4) = P (A1) + P(42) (1.2.3)

Kako se dogadaji 4; i 42 medu sobom iskljuduju, to su m i i

se ‘ med k. . 1 elementarnih dogadaja
povoi].mh i:l_nge_xda]u A) razliciti od mz elementarnih dogadaja povoljnih dogada?u Alg.
}\Ia taj nacin je u!cupno_ m = m + my elementarnih dogadaja povoljnih realizaciji
-jednog od dogadaja A, ili Az, to jest povoljnih dogadaju 4A; + A4s = A. Proizlazi:

: " m omi4me m
PA)="=T2T72 T = P(4) + P(4)
T n o oonom
$to je.i trebalo dokazati. = : :

" Uopdte, ako se dogadaj A razlaZe na dogadaje Ay, As, . . . , An, koji du-
sobno_iskljutuju (4; 45 =V, { #j), onda jge:' I nng wia g SO 80 ed

P(A)=P(A1) + P(Az) + ...+ P(dn) (1.2.4)

Teorema 4. Verovatnoéa dogadaja 4 suprotnog dogadaju A jednaka je:

P(4)=1—P(4) : (1.2.5)

énaéi, kako je A + fr.= U, to je — na osnovu teoreme 2 e
PA+A) =1 S5

a kako se dogadaji 4 i 4 medu sobom iskljutuju, to je — na osnovu teoreme_'.’;:
P(A + ) = P(d) + P(d)
Poslednje dve jednakosti dokazuju formulu (1.2.5).
Teorema 5. Verovatnoéa nemoguénog dogadaja jedxiaka je nuli.
Znati, kako se dogadaji Ui V iskljuuju medu sobom, toizodnosa U + V = U

imamo:
POY+P(V)=P()
odakle je:

Teorema 6."Ako dogadaj 4 povladi za sobom dogadaj B, onda je:
P(A) < P(B) _ ) _ (1.2.7
U stvari, dogadaj B moZe se predstaviti u obliku Zbi.l'il do da-'a AiA B kojt
medu sobom isklju¢uju. Na osnovu teorema 3 i 1 c!obijan%z:', AR
P(B)= P(4 ¥ °AB)y =-P(A) + P(4B) =P(4) - s
Nap_or_ner{i.mo _da klasiéna definicija verovatnode ima iz{resne nedostatke.
Prvo, definidu¢i pojam verovatnoée, klasi¢na definicija se sluzi pojmom jednako

moguénih‘dogadaig. A_jednak? mqguc’ni dogadaji su isto $to i dogadaji sa jednakom
verovatnocom realizacijes to jest jednakoverovatni dogadaji. I, ako ne znamo §ta

je verovatnoca, ne znamo takode ni $ta su jednako moguéni dogadaji. I obratno, .-

‘ako ne znamo $ta su jednako moguéni dogadaji, ne znamo ni 3ta je verovatnoéa,
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Tuko- je, znadi, verovatnoa definisana verovatnocom. Drugo, klasicna definicija
zahteva da skup clementarnih dogadaja, kako povoljnih dogadaju A tako i svih

- mogucnih, bude konacan: Veé prosti primeri sluajnog odabiranja tacaka na duzi

ukizuju na beskonaéno mnogo moguénosti. Trecey Klasicna definicija zahteva
poznavanje skupa dogadaja povoljnih dogadaju A i skupa svih mogu¢nih dogadaja .
vezanih za posmatrani eksperiment (ovaj zahtev je retko ispunjen .u prakti¢énim
problemima). ' ' G P G
_Medutim, i pored ovih nedostataka koji su doveli i do drugih definicija ve-
rovatnoée, Klasiéna definicija je odigrala veliku ulogu u razvoju teorije verovatnoce
i njenih primena. ’

‘Primer 2, Ako $e kocka baci jednom nadi verovatnocu:-a) pojave parnog’
broja tadaka na kocki, b) pojave broja tataka na kocki -kojizje manji od"35. :

ReSenje. a) Oznadimo sa A pojavu parnog broja taéaﬁa na kocki i sa E;
pojavu i (i = 1, 2, 3, 4, 5, 6) tataka na kocki. U tom slucaju je:

A=Es+ Ei+ Es
l .
Ll gt
6

P = PEEPE FPE = e+ ¥ oo 7

b) Ako'sa B ozna&imo pojavu broja tacaka na kocki koji je manji od 5, imamo:

P(B) = P(Ey) + P (Es) + P(Es) + P(Es) = 1 — P (Es)— P (Ee) =

Primer’ 3. Kolika je verovatnoca da ¢e zbir tataka na obema kockama biti 7,

ako bacimo dve kocke? v & 2

Redenje. Pri bacanju’ dve kocke imamo 36 jednako moguénih sludajeva.
Zbir tataka ria obéma kockama iznosi 7, ako sc realizuje jedan od dogadaja: (6, 1),
@, 2), (4, 3), 3,4, (2, 5), (1,'6). Dakle, povoljnih stucajeva je 6, pa je traZena
verovatnoca jednaka: ; : )

P(X:IT)'=-“—6-)-'—_-%

=

gde X oznalava zbir tafaka na obema kockama.

Primer 4. U urni se nalazi N kuglica od kojih je #1 belih i N —m crnih.
Na sluéajan nadin iz urne je izvuleno - (n << N) kuglica. Naéi verovatnocu da se
izmedu #. izvudenih kuglica nade r belih i n—r crnih.

ReSenje. Broj svih jednako moguénih slucajeva jednak je broju nacina na
koje se n kuglica moZe izvudi iz N, to jest, jednak je broju kombinacija n-te klase
od N elemenata: Cit=(2). Oznatimo sa A dogadaj da se izmedu n izvucenih
kuglica nade r belih i n—r crnih kuglica. Ovih r belih kuglica se moZe izvudi

iz ukupno m belih na Cj nafina. Pri tom se preostalih n—7 crnih kuglica moZe
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izvuéi iz N —m crnih kuglica_mna:C‘{'r:f,, naéina. Broj povoljnih slutajeva doga-
daju A4 jednak je G, - C¥Z L, pa je traZena verovatnoda P () jednaka;
GL- Gzt

N

P(d) =

Izuzetno praktian znadaj ima ova formula u statisti¢koj kontroli kvaliteta,
_gclc N oznatava brojnost partije proizvoda, m — broj 3kartova, # — obim uzorka
i r — Dbroj skartova u uzorku.

Primer 5. Verovatnoca pojave svake strane nehomogene kocke proporcio-
nalna Je_bro;u _taéaka (pojava Zest tataka na kocki ima dvaput vedu verovatnodu
nego pojava tri tatke). Nadi:

a) verovatnoéu svake strane kocke;

b) verovatnode sledeéih dogadaja:
A — paran broj tafaka,
B — prost broj rataka,
C — neparan broj tacaka;
¢) verovatnoée sledeé¢ih dogadaja:
(1) pojave parnog ili ‘prostog broja tacaka,
(1.1) pojave neparnog prostog broja tadaku,
(iii) pojave dogadaja 4, ali nc i dogadaja B.
Refenje, a) Oznatimo elementarne dogadaje sa Ei, Fs, ..., Es. Neka je

P (E1) = p. U tom sluaju je P (Ez) = 2p, P (Es) = 3p, P(E)) = 4,
: : ’ 2 y ok = &p, P(E ) =35
i P(Es) = 6p. Kako je zbir verovatnoda svih clementa’rnih dogadaja if:(t(ln;k ie:di;j

nici, to je p 4 2p + 3p + 4p + Spt+6p=1ip= 2—11 . Na taj nat¢in dobijamo:

' 1 2
PE =on  PE)=T, PE)=, P@E) =L
5 2
P(Es) =—, PE)=2
5) = (Es) 7

b) Kako je:
. A= E: -+ E; + Es B=E;+ E3+ Es C =E, + E; - Es,
imamo: _ )
12 4 10 3
PA)=—=— P(B) = — -
= (B) T P(C) -

2 21
9® P@A+B=1—PE)=2

21
(i) P(BC)= P(Es+ Es) = P(Es) + P(Es) = %
) P(AB) = P(Es+ E) = P(B) + P(E) = 27

24 : )

ZADACI
1. Na osam listiéa napisani su brojevi 2, 4, 6, 7, 8, 11, 12 i 13, Na slufajan nadin biraju
se dva listi¢a. Odrediti verovatmoéu da se razlomak, formiran od dobijenih brojeva, moZe skratiti.
Rezultat
C} 5
¢ 1a

,‘.

. 2. U urni se nalazi 10 kuglica: 4 bele i 6 crnih. IzvlaZe se tri kuglice. Naéi verovatnoéu
da ¢ée se medu njima naéi makar jedna bela kuglica.

Rezultat

3
p=l—c_5=-§-

3, Svako od slova 4, I, K, M, N, O zapisano je na jednom od 6 listifa, Listi¢i su raz-
meiteni na sluajan nafin. Kolika je verovatnoéa da slova na razmeitenim listi¢ima formiraju
red KAMION?

1 ) 1
Redenje. Verovatnoca da prvo slovo bude K jednaka je E- , da drugo slovp bude 4 — 5— 4

itd, Tralena verovatnoca jednaka je:
1 1
p=— =

6l 720

4, U lutriji ima n lozova od kejih m donosi dobitak. Kolika je verovatnota dobitka za onog
ko kupi & lozova?

Relenje. TraZena verovatnoéa odnosi se na dogadaj 4 — najmanje jedan dobitak. Na-
dimo najpre verovatnoéu suprotnog dogadaja A — da se medu % lozova ne nade nijedan s dobit-
kom. Broj svih moguénosti je C:, a povoljnih dogadaju A: ck

¢ n—m'
Proizlazi;
Y 0. ck
PrA)= """ | P(A)=1—-2-"
& Ck
n n

5. U sali sa n + & sedilta na slufajan nadin se razmeita n ljudi. Odrediti verovatnofu
da bude zauzeto odredenih m < n sedista.

Rezultat
!l;r—m
R —
n+k
6. Dve urne sadrie: prva — 3 bele, 7 crnih i 15 plavih kuglica, i druga — 10 belih, 6

g:mji}: i 9 plavih. Po jedna kuglica uzeta je iz svake urne. Nadi verovatnotu da obe kuglice budu
iste boje.

Rezultat
207

P=E

;. P |
7. Koliko puta treba baciti dve kocke da bi, sa verovatnotom vecom od -i- » mogli ofeki-

. vati da ¢e zbir tadaka na njima makar jednom biti jednak 12.

" Rezultat

35\n 1
1 — —
_(36) > 2 n>25
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) 8. Pokazati da je verovatnije g{:]: ¢ se dobiti najmanje jedna festica pri Jt‘.‘dl‘lDStl’l!kUm T
bacanju Cetiri kocke nego najmanje :

nom -dve Sestice u 24 bacanja dve kocke.

9. Dwa listi¢a su izvufena na sluCajan nadin iz urne u kojoj se nal:l?l 10 hsuéa ud 1"do 10.
Naél \cm\..tmom p da zbir dobijenih brojeva bude ncpdmn, aka su:, =

a) oba listica izvudena zujedno; .-

b) listici jzvudeni jedan za drugim bez vradunja (prvi listi¢ se ne vrada u u.tnu. prcd izvla-
&enje drugog); i

c) listi¢i izvufeni jedan za drugim sa v_raéanjcm.
. - | 5
* Rezultat a) p = — b)p:-—- c)p='—-
9 2 .
10. U drumu je 5 muskaraca i 10 Zena. Naci verovatnoéu da se pri sluéa]nom razdva-
janju druitva na 5 jednaluh grupa, u svakoj grupi nade po jedan mudkarac.

Réenie. Razd\a;a]uct 15 élnno\.a drustva na § grupa po tri ¢lana, prvu grupu moZemo
izabrati na C I5 naé:na, d.rugu — na Cn, itd.; tako da je ukupan broj na koji se drutvo od 15 EIa-
st

3r)5
ﬁnalogno tome imamo C, 2 C2 CG C2 C2 nafina na kohkc seod 10 Zena mogu izabrati u
5 grupa po dve Zene, pri gemu se za prvu grupu moZe izabrati ]eda.n ‘od pet muskaraca (C[ = 5),
za drugu - jedan od preostala Zetiri (Cy ! = 4) itd, TraZena verovatnoda jednaka je:
o A01SI@3nE T 81
C 284151 7 1001

nova mo!e razdvomt na.5 grupa po tri EIana ;ednak Cis 2 c, 2 Cg Cs 3

-12.2. Geometrijska definicija verovatnode

Proﬁlien}e pojma verovatnode, datog klasi¢nom definicijom »emvatnoée
i na slutaj beskona¢nog broja realuacua moZemo izvesti na slede¢i natin. Neka
se u nekoj oblasti G sadrZi oblast g (G i g mogu biti duZi, povrsine ili tela) i neka
se eksperiment sastoji u tome da se na sluéajan nacin bira tatka u oblasti G. Po-
stavlja se pitanje kolika je verovatnocéa da se tacka izabere u oblasti g. Pod pretpo-
stavkom da je verovatnoca izbora tatke u nekom delu oblasti G proporuionalna
meri tog dela (duZini, povrsini ili 7aprem:m), dobijamo verovarnocu da’ slugajno
izabrana tatka u oblasti G pripada i oblasti g (g = G):

mesure g
mcsure G

peSUe s E :2(1.2.8)'

Definicija’ verovatnoce, (1,2.8) poznc&ta je pod nazivom geomem}ska definicija -.

verovainoce. Oug[ednu, i ova definicija.ima taj nedostatak 'dd se upraksi’ vrlo retko

- Zna mera %kupova g iG.

Primer 1. Ozualimo sa X podskup taluka koordinatne ravni; ije su obe

1
koord_mate ccli brojevi. Dinar pre:.ml\.l 1bm.n:ﬂ ie na koordinatnu ravan. Nadi

verovatnocu p da dinar pokriva jednu tucku skupa tadaka X.

. ReZenje. Neku S oznatava skup ta¢aka unutar kvadrata- sa temenima
(mym), (myn--1), (-l Ln), m+Lnt+)cX

O . . ; : 1
i neka A oznatava skup tadaka v S, kojc su udaljcne manje od I od temena kva-
]
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drata. So slike 1.8, vidimo da je povriina oblasti 4 jednaka povrdiai kruga polu-
precnika -f-zw iinar, Giji je centar pao u oblast 8, pokrice jednu tacku skupa X samo
ako je njegov centar pao i u oblast A. Proizlazi:
| H
1 —
povmna Oh].ﬁtl 11 4 -

P P(A) = * povrSina oblasti & 1 =16~ 02

l\mpumc.na. z1 oblast § ne mojemo u/cu celu koordinatnu ravan, 7ato §to
ona ima beskonaénu povrsinu, ; e

Primer 2. Tri tatke a, b i ¢ 5u na sluCajan nacin izabrane na periferiji kruga.
Naci verovatnoéu-p da tatke icfe na jednoj polovini kruga.

(m',n+1) 41 '(m.|,n+1)

T -
| o A

i !|
(m,5) wm+1,n)

Sl. 1.8.

— - g it - o i - - = I Y

Refenje. Pretpostavimo da je duzina luka izmedu tadaka a i b jednaka x,
a umedu tadaka a i ¢ Jednaka y (slika 1.9). Al\o sa r oznatimo poluprecnik Lruga,
imamo: - ; =
0< :L<._2r..} I b ® |, R WEELE
SUES RS sl =

cha G O?n.u..w'l skur‘) tad 11“\ u ravni za Lujc je lSi’!th'I]l.l‘l uslov (]), ag pndekup

skupa G za‘koji je ispunjen jedan od uslova:

x irm, y<rm (g1)
2LxzrR, VI IE (g2
x-irm, y»—xteors (o)
4. y-Zrz,  x—yi-rx (@)
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U tom sludaju se g sastoji od o;gh tataka za koje talke a, & i ¢ leZe na jednom po-
lukrugu. Proizlazi (slika 1.10):

__ povrsinag _ 3rtw®
povi§ina G 4% =l

Primer 3. Na odsetku OA4, duline a, brojne ose Ox, na slufajan natin
odabrane su dve tatke B i C. Naéi:

a) verovatnoéu da duZina odsetka BC bude manja od rastojanja tatke O
do tatke koja je njoj bliZa;

b) verovatnocu da dufina odsetka BC bude manja od -;_. ako je tatka C

desno od tatke B;

c) verovatnocu da duZina odsetka BC bude manja od % H

d) verovatnoéu da se od tri dobijena odsetka moZe konstruisati trougao.

-
4

Re¥enje. a) Ako sa x i y oznatimo koordinate tataka B i G na osi Ox, onda
st moguéne vrednosti ovih koordinata jednake: 0 < x < a, 0 <y < q, a povoljne
vrednosti se odreduju iz uslova: y —x < x, y >xilix—3y <y, y < x. TraZema

verovatnoca jednaka je p = %
b) p =075 ¢) p = 0,75.

-d) Da bi se od tri odsetka mogao konstruisati trougao, svaki od cdsetaka
mora biti manji od zbira druga dva odsecka. Kako je zbir sva tri odsecka jednak g,

svaki od odsedaka mora biti manji od -;-. U koordinatnom sistemu xOy koordi-

nate tataka B i C zadovoljavaju nejednakosti:
0<x<a i 0<y<a

y y "
2 e e s E & E
i o
_.g _-,’j +x/"'
= e - 57
— | e —
— ——
o ! R
(T 7-__*,_—-'——_&-—— Ty N : L
[ a
= £ |
e
q —‘—-_‘ ra | %
1 | P +’
{ -
— P g, a 3
e — 2 a _%
0 P 2rit 0 K D
SL 1.10. SL L1~
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Ove nejednakosti zadovoljavaju koordinate proizvoljne tatke (x,) koja se nalazi
u kvadratu ODEF (slika 1.11). Na taj natin ovaj kvadrat moZemo smatrati kao
figuru G sastavljenu od tataka &ije koordinate predstavljaju sve mogucne vrednosti
koordinata tataka B i C.

I. Neka je tatka C izabrana desno od tatke B (slika 1.11a). Kao §to smo na-
pomenuli, duZine odsetaka OB, BC i CA moraju biti manje od % to jest sledece

nejednakosti imaju smisla:

t<a y x<i a—y<£
RS- YIRS 2 2
ili: _
a a a
X< — <x+ — >— 1
5 7 173 16)]

IL. Neka je tatka C izabrana levo od tatke B (slika 1.11b). U tomslugaju
imaju smisla sledeée nejednakosti:

<E :c—y<i a—x<£
Y 2 2 ;
ili:
; a a a
<= >x—— >— 2
- R #BE )]
N
P T ct)  8k)
SL L1ib

Sl Ldna

Kao 3to se vidi iz slike 1.11, nejednakosti (1) su zadovoljene za koordinate
tataka trougla MNR, a nejednakosti (2) za koordinate tataka trougla KLR. Na taj
na&in - rafirani trougli predstavljaju figuru sastavljenu od tataka tije koordinate
odgovaraju povoljnom 'dogadaju (da se od tri odsecka moZe Konstruisati trougao).
Prema tomie, traZena verovatnoéa je jednaka: i

_ povSina g _ povrSina A MNR + povi$ina AKLR _ 1
" povriina G povr§ina O ODEF 4

?

ZADACI

. 1, Tafka je na slufajan nadin izabrana unutar jednakostranitnog trougla strane 3. Naéi’

verovatnoéu da rastojanja izabrane tafke do temena trougla mogu biti veca od 1.
. Rezultat =1 X,
P=1"9v3
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2. U krugu je upisan kvadrat.Kolika je verovatnoa da ée sludajno izabrana tatka u unu-
tra¥njosti kruga biti i u unutra¥njosti kvadrata.

2
Rezultat p = —
™
3. Ravan je podeljena mrefom kvadrata strane a. Na ravan je bafena moncta polupred-
a
nika. r < % Naéi verovatnotu da moneta neée preseéi nijednu stranu kvad.rata._
a— 2r)2
Rezultat p = ‘E-'—z‘—)-‘
a

4. Na sIuEajén nafin izabrana su dva pozitivna broja x i ¥, koja nisu veéa od dva. Naéi
verovatnofu da proizvod xy ne bude veéi od jedinice i da koli*nik = ne bude ved od dva.
x

1 In2
Remiftar: g —"":— ~ 0,38

5. VedtaZki zemljin satelit kreée se po orbiti koja ié izmedu 60° ju¥ne i 60° severne geo-
grafske Sirine. Pod pretpostavkom da je padanje satelita na bilo koju tatku Zemlje u ovom pojasu
podjednako moguéno, odrediti- verovatnotu da satelit ‘padne-u’ tatku iznad 45°-severne Jirine,

Uputstvo. Tralena verovatnoéa je odnos povrdine Zemlje izmedu 45° i 60° severne

Sirine i povrSine Zemlje izmedu 60> juine i 60° severne Zirine, pa -jc_ jednaka [ — V% .

1.2.3, Statistifka definicija verovatnoée

Ako sa m oznalimo_broj realizacija dogadaja A u n nezavisnih eksperimenata,

onda (relativna) frekvencija dogadaja” A
friay ==
: n

za'velinu serija eksperimefiata gde je n dovoljno veliko, zadr¥ava skoro konstantnu
vrednost, pri ¢emu se veta odstupanja frekvencije od té' konstartné vrednosti
uocavaju utoliko rede ukoliko je veéi broj eksperimenata. Za, verovatnoéu doga-
daja A uzimamo upravo tu konstantu oko koje varira frekvencija- dogadaja 4.
Ovako definisana verovatnoéa jednog dogadaja naziva se seatistitkom definicijom
verovatnode., . L ;

., . Osobinu frekvencije dogadaja da u velikom broju nezavisnih cksperimenata

neznatno jodstupa _od verovatnodedogadaja, nazivamo. stabilnoléu . frekvencile,
Ova, 0sobina, koja je bezbroj puta eksperimentalno potvrdena, predstavlja jednu
od osnovnih zakonitosti slu¢ajnih pojava.. Stabilnost . frekvencije. bila_je najpre
uogena u demografiji. Jo§ u starom veku je io¢eno da je odnos broja rodenih de-
¢aka prema ukupriom broju rodene dece bio iz godine u godinu skoro nepromenjen

i pribliZno je iznosio -;—;~'Dbcniie,-u' XVII i XVIII veku, pojavili su se mnogi

radovi koji su na osnovu statisti¢kih podataka utvrdivali ne samo stabilnost ove
frekvencije rodenih detaka prema ukupnom broju rodene dece nego;i:procent
smrtnosti ljudi razli¢itog uzrasta u razliditim materijalnim i socijalnim uslovima
Zivotd. Laplas je na osnovu velikog broja statistitkih podataka zakljutio da su se
odnosi broja defaka prema ukupnom broju dece skoro poklapali za London, Ber-

lin, Petrograd i celu Francusku. Svi ti odnosi su se u toku viSe desetina godina.

“kolebali oko jednog istog broja, priblizno jednakog %
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U slutajevima gde se moZe primeniti klasi¢na definicija verovatnode, frekven-
cije se kolebaju oko verovatnoe dogadaja p. Na primer, eksperimenti bacanja

dinara pokazuju da se frekvencije pojave grba kolebaju oko ;—— Bifon _je u 4040

bacanja dinara dobio 2048 puta grcb, to jest frekvenciju grba 0,5080. K, Pirson
je u 12000 bacanja dinara dobio 6019 puta grb, to jest, frekvenciju grba 0,5016,
a u 24000 bacanja dobio je 12012 puta grb, odnosno frekvenciju grba 0,5005. Ma-
tematiar J. Kerih je u zarobljeni$tvu, za vreme drugog svetskog rata, izveo 10
serija po 1000 bacanja i dobio sledece brojeve grbova: 502, 511, 497, 529, 504,
476, 507, 528, 504, 529. ' )

Ta Cinjenica da je za dogadaje, kod kojih se moZe primeniti klasi¢na defi-
nicija verovatnode, frekvencija dogadaja u velikom broju eksperimenata po pravilu
bliska verovatnoci, dozvoljava nam da zakljutimo da i u opStem slufaju postoji
neka konstanta oko koje se koleba frekvencija. Tu konstantu, kao objektivnu nu-
meritku karakteristiku dogadaja, prirodno je nazvati verdvatnocom dogadaja.
Prema tome, kaZemo da dogadaj A ima verovatnoéu, koju ¢emo zvati statistickom,
ako su ispunjeni sledeéi uslovi: it

(i) u nepromenjenim uslovima mogu se neogranideno mnogo .puta izvesti
nezavisno jedan od drugog eksperimenti u kojima moZe da se pojavi ili da se ne
pojavi dogadaj A; ; iy moyt . .

(ii) u rezultatu dovoljno velikog broja eksperimenata zapaa se da se frekven-
cija dogadaja A4 skoro za svaku veliku seriju eksperimenata samo neznatno razli-
kuje od neke (u opStem slucaju nepoznate) konstante. i

Za brojnu vrednost te konstante moze se, u velikom broju eksperimenata,
prihvatiti ili frekvencija dogadaja A ili, pak, broj blizak frekvenciji. Ovim se ne
dobija formalno matematicka definicija verovatnoce, ve¢ se ukazuje na njeno po-
stojanje pod odredenim uslovima, kao i na metod njene pribliZne ocene.

Osobina- pribliZavanja frekvencije verovatnodi, 'pri povecanju broja eksperi-
menata, uneckoliko se razlikuje od konvergencije funkcije granici. Kada u mate-
mati¢koj analizi kaZemo da promenljiva x, teZi konstantnoj granici a, kada n tefi
beskonadnosti, to znadi da razlika |xp —a | postaje manja od proizveljno malog
pozitivnog broja ¢ za sve vrednosti 1 dovoljno velike. Za apsolutnu vrednost raz-

o m . . . -
like —— p to se ne moZe tvrditi, zato 3to se u velikom broju eksperimenata mo¥e
5 sty

ponekad desiti (iako sa malom verovatnodom) da odstupanje frekvencije od vero-
vatnoce bude znatno vece od proizvoljno malog pozitivnog broja e. Pri poveéanju
broja eksperimenata frekvencija se pribliZava verovatnoéi, ali ne s_potpunom po-
uzdano$éu, ve¢, moZe se redi, s visokom verovatno¢om, koja se za dovoljno._veliki
broj eksperimenata moZe smatrati prakti¢nom pouzdanoiéu. U teoriji verovatnode
se vrlo lesto sreéemo s ovakvom vrstom pribliZavanja jednih veli€ina drugim,
pa je to pribliZavanje nazvano konvergencijom u verovatnoéi. Xa%emo da velid¢ina
xp teZi u verovatnodi velidini @, kad se n uvecava, ako za proizvoljno malo &, vero-
vatnoéa nejednakosti- |xn—a| <e teZi jedinici. Teorema Jakoba Bernulija,

kao 3to ¢emo kasnije videti, utvrduje da frekvencija dogadaja 2 tezi u verovat-
n
noci ka verovatno¢i dogadaja p: - .
——p i < s) —— 1.

P( i
Mir -
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1.2.4. Akslomatska definicij# verovatnode

Razvoj prirodnih nauka i tehnike, u kojima se sve vie primenjivala teorija
verovatnode, ved od pofetka XX veka zahtevao je strogo zasnlvinje primenjenih
pojmova ove teorije. Zbog toga su polela sistematska proufavanja osnovnih poj-
mova teorije verovatnode i ispitivanje onih uslova pod kojima je moguéno korid-
denje njenih rezultsta. Owva proudavanja su najpre dovela do formalno-loginih
zasnivanjz ove teorije, to jest do njene aksiomatske izgradnje. Pri tome su kao
kamen temeljac teorije verovatnote postavljene one aksiome koje su predsravijale
iskustvo vifevekovnog istrafivanja. Dalji razvej sc onda izvodio dedukcijom iz
aksioma. Ma taj nedin je teorija verovamole postala egzakma nauka, kao | druge
marematifke discipline: geometrija, algebra i dr. Treba redi da su aksiome takve
postavke koje se uzimaju kao tatne i u okvirima date teorije se ne dokazuju. Sve
ostale postavke se logiéno izvode pomodu prihwacenih aksioma.

Prvo aksiomatsko zasnivanje teorife verovatnode dao je ruski matematiéar
5. M. Bernfrajn 1917, godine. Njegov prilaz jc zasnovam na uporedenju slufajnih
dogadaja sa velifinama verovatnoca njihovih realizacija. Dmgi prilaz dao je 1933,
godine, takode ruski matematizar, A. N. Kolmogorov, Polazedi od osnovnih oso-
bina verovatoode, uodenib pomnodu Klasifne i statistitke definiclje, aksiomatska
definicija Kolmogorova ukljuéuje u sebe, kao specijalne slufajeve, i klusignu
i staristitku definiciiu verovamote, ali ne poseduje njihove nedostarke, Kolmo-
gorovljev prilaz je tesno povezeo teoriju verovatnode s teorijom skupova i teo-
rijom mere. :

. U aksiomatici Kol osnovni pojam je clementarni dogadaj, pri
Gemu se dogadaji definifu kao podslarpovi skupa elementarnih dogadaja I, Ope-
racije zhira, proizvoda i kemplementa s konaénim brojern dogadaja ne mogu nas
izvesti van skupa slufajnih dogadaja § kojl nazivamo poljem dogadaja.

Aksioma L. Svakom shisjnom dogadaju 4, iz polja S, odgmrard nensga-
tivan broj P (), koji se naziva verovatnotom dogadaja A. ri .

Aksioma II. Verovamola pouzdanog _dugxdaja jednaka je jedinir,fi_, ta ﬁe_st:
- ' P{n=1
Aksioma IL Ako se dogadaji 4 1 B medu sobom iskljufuju (4B = V),
onda je: : ;
j P(A + B) = P{d) + F(B)

Aksioma TII-mofe se uopititl u slu®am knda se dogadaji Ay, As, . .. u parovima
iskljufuju {d;d; =V, i &), onda je: o

_ Plai+4: 4 ...)=Pld))+ Plda) + ...

Aksioma T igra ulogu definicije verovanode. Ona zadovoljava formalno-
-lopitne uslove definicije, jer nifta ne pretpostavljn o dogadajima niti o nafinu
kako da se dogadajima pridrufe odredene verovatnode, Uporedivanjem aksiome II
i teoreme 2 (tadka 1.2.1), zapa$a se njihova potpuna analogija.

Najzad, s tatke gledidta teorije skupova, aksiomatska definicija verovatnode

znadi ‘uvodenje prebrojivo-aditivie, nenegativne mere na skupu elementarnih

dogadaja U, koja je odredena za sve elemente polja S, Pri adredivanju pejma vero- -

varnode mersmo razmatrati ne samo skup elementarnih dogedaja U pego i skup
f i

32

dogadsja S, keo i na osnovu njth definisanu funkciju P. Skup (U, 5, F) naziva
S Prosiorom TeTerainocd. ;
Iz aksioma se ne-osredno dobijaju formule (1.2.5), (1.2.6) i (1.2.7).

Teorema 1. Verovatnoda P (A) sludajnog dngndainld je broj fzmedn 0 1 L.
17 ‘stvari, kake je za proizvoljan slufajan dogadaj A ispunjeno:
) FoedclU
u tom sludaju, na osnove formule (1.2.7), imomo:
P(V) =< P(4) = P(l)
odakle je, na osnovue formule (1.2.6) i aksiome IL:
D PlA) <L
to je trebale 1 dokazati.





