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13 OSNOVNE FORMULE TEORIJE VEROVATNOCE

1.3.1. Uslovna verovatnoéa. Verovatnoa proizvoda i zhira dogadaja.
Nezavisnost dogadaja

Poschan znada) u teoriji verovatnode ima poedela dogadaja na mwial}e i meza-
visne, kao i na one koji se medu sobom iskljufuju i one kaii_ se e iskljuluju.

Ako pri igratunavanju verovatnote P(A) ne postoje nikakva druga ogra-
nifenja osim kompleksa wslova koji proistitu iz realizacije eksperimenta, -onda
se takva verovatnoda naziva apsolucmom. ) )

Medurim, u nizu slufajeva potrebno je izrafunari verovamnoéu dogadaja A
pod uslovom da se realizovao uogadaj B, ofi ima pozitivou verovamolu. Takve
verovatnode zvademo wslozmim. Verovatnolu daja A, pod uslovorn da se rea-
lizovao dogadaj B, cenatiéemo simbolom P(4/B).

Primer 1. U urni se nalaze 4 bele { § croih kuglice. Ako izviatimo dve
¥uglice jednu za drugom bez vradanja (. prva kuglica se ne vrala u urnu pre iz-
vlatenja druge), izrafunajmo verovatnoée da obe kuglice budu bels

Oznattimo s1 A dogadaj da prva kuglica bude bela, i sa B — dogadaj da druga

4 1
¥uglica bude isto bela. Otigledno je P{A) = e dok verovatnoda doga-
daja B zavisi od toga kakve je boje prva izvuena kuglica. Ako je prva izvuﬁ;m
kuglica bela, onda je uslovna werovatnoéa dogadaja B jednaka F(B[A) =

a zko je prva izvudena kuglica crna (), onda je uslovna verovatnoca dogadaja
B jednaka P (BJA) = ﬁ -
17 slufaju izviafenja sa vradanjem, verovatnoda dogadaja B ne zavisi od rea-
- lizacije dogadaja A4, pa je apsolutna verovatnoda dogadaja B jednaka:
|

P(B) = P(d) = .

1 Elementl teorije vorovatnode a3




Otigledno je P (BJA) # R(B).

Primer 2, Eksperiment se sastoji u sluajnom izboru take unutar kvadrata
povrdine n (slika 1.12). Oznadimo sa 4 dogadaj da je tatk. izabrana unutar levog
kruga, a sa B — dogadaj da je tatka izabrana unutar desnog kruga. Oznadimo sa
k, r i 5 povrdine krugova A4, B i njihovog zajednickog dela AB. Onda je, prema
geometrijskoj definiciji verovatnoce:

k
P(4) ==, P(B)=L,
n n
P(4B) = =
n
AB Uslovna verovatnota dogadaja A,

pod uslovom da se realizovao dogadaj B

(dogadaj B sada predstavlja skup svih

( 6) mogucnosti — redukovan prostor elemen-
tarnih dogadaja) jednaka je:

(n) P(A,I’B):T_-—_ @
51, 1.12
: ; P(B) >0 (1.3.1)
Slitno se dobija i: L
5
L T _PuB |
P(BlA) = FTE T PW , P(A) >0 (1.3.2)
. n

Definicija 1. Ako je P(B) >0, onda je uslovna verovatnoéa dogadaja A,
pod uslovom da se realizovao dogadaj B, jednaka :

P(A4B) .

P(B)

Uslovna verovatnoéa P (4/B) odreduje, uopte govoreéi, koji deo dogadaja
B obuhvata dogadaj A4. .

Primer 3. Kolika je verovatnoca da ce se na kocki, prilikom njenog bacanja,
pojaviti paran broj tadaka, pod uslovom da je taj broj manji od 42

Oznatimo sa A pojavu parnog broja tataka, to jest 4 = E; + Ej + Es.
Sa B oznatimo dogadaj koji se sastoji u pojavi broja tataka koji je manji od 4, to
jest B=E; + E» + E3. Prema formuli (1.3.1), imamo:

P(A[B) =

P(4B) _ P(E)

¢ .I P = ——-1
(= P(B) P(E1) + P(Ez) + P(Es)

ks
3

o | w| o] —
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Ocigledno je:
P(A[B) # P(d) = P(Ex + Es + Eo) = P(Ex) + P(Es) + P(Es) = %

Ako bi se, medutim, dogadaj B sastojao u pojavi broja tataka koji je manji
od tri, to jest B = Ej 4 Es, onda je AB = Ej, pa sledi:

1

__PE) 6 1

P = ra+m 22
f

U ovom sluéaju je:
P(A[B) = P(A).
Teorema 1. Uslovna verovatnoéa P(A/B) zadovoljava sistem aksioma.

Dokaz. Za svaki dogadaj A4 ispunjeno je P(A4/B) = 0. U stvari, nenega-
tivnost sledi iz uslova da je P(4B) = 0.

Ako je A = B, onda je P(B/B) =1, jer je BB = B, pa je:
P(B/B) = 2B =1
P(B)

Kako je B = AB + A*B, u tom slucaju je P(B) = P(4B) + P(JB), odakle
je P(B) 2 P(AB), pa sledi:
P(A/B) <1
Uslovna verovatnoéa P (A[B) je prebrojivo-aditivna. Ako se, na primer, .
dogadaji Ay, As, ... medu sobom iskljuéuju i u zbiru daju 4, onda se dogadaji
A1 B, A2 B ... medu sobom iskljutuju dajuéi zbir 4B. Na osnovu prebrojive
aditivnosti verovatnoée (uopitenje aksiome III), imamo: :

P(AB)=P(A1B)+ P(AsB) + . ..
Ako levu i desnu stranu ove jednakosti podelimo sa P (B), onda, prema
definiciji 1, dobijamo:
P(A|B) = P(A41/B) + P(43/B) + ...
¢ime je zavrien dokaz teoreme.

Teorema 2. Teorema proizvoda verovatnoda. Verovatroéa pr‘oizvoda dva
dogadaja jednaka je proizvodu verovatnoée jednog od njih i uslovne verovatnode
drugog, pod uslovom da se prvi dogadaj realizovao, to jest:

P(4B) = P(A4) P(B/A) = P(B) P(A/B) (1.3.3)

. Znaci, ako se formula (1.3.1) pomno#i sa P (B) ili ako se formula (1.3.2) pormnozi
‘sa P(4), dobija se formula (1.3.3).

Formula proizvoda verovatnoéa (1.3.3) moze se primeniti i u slutaju kad
je jedan od dogadaja A ili B nemogué dogadaj, jer u tom slu¢aju, iz uslova P(A4) = 0
sledi P(4/B)=0 i P(4B)=0.
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Formula proizvoda verovdnola moZe se uopdtiti i na slucaj vise dogadaja.
U slugaju tri dogadaja, 4, B i G, formula proizvoda verovatnoca glasi:

P(ABC) = P(A) P(B/A) P(C|AB) (1.3.4)

U stvari, ako stavimo AB = D i dva puta primenimo formulu (1.3.3), dobijamo:
P(ABC) = P(DC) = P (D) P(C/D) = P(AB) P(C/AB) =
= P(A) P(B[A) P(C[AB)
$to je trebalo i dokazati. U slutaju n dogadaja, formula proizvoda verovatnoca glasi:

Pt Ay = P () P (Al ) P(AfAr ) .. P(Anzilj 4 (135)

Primer 4. U urni se nalazi 10 kuglica: 6 belih i 4 crne. Na slufajan natin
se iz urne izvlade 3 kuglice. Kolika je verovatnoéa da ¢e bar jedna od njih biti bela?

ReSenje. Oznadimo sa 4 dogadaj da ¢e biti izvuéena bar jedna bela kuglica.
Suprotan dogadaj A oznatava da ¢ée sve tri biti crne. Nadimo najpre verovatnoéu
suprotnog dogadaja A. Ako sa C) oznadimo da je prva izvulena kuglica crna, sa
Cz —da je i druga kuglica crna i sa Cz — da je treca kuglica isto crna, onda je
A=CC G it

P(A) = P(C1) P(GCe/C1) P(C3|Cy Cs) =

4 3 2 _1
10 9 8 30
Proizlazi:
' - 29
P(A)=1—P(A)—_—ﬁ

U primeru 3 smo videli da uslovna verovatnoéa nekog dogadaja moZe da
bude jednaka apsolutnoj verovatno¢i tog dogadaja, ali moZe da bude i razli¢ita
od nje. Ako je uslovna verovatnota dogadaja A4, pod uslovom da se dogadaj B
realizovao, razlidita od apsolutne verovatnode dogadaja A, to znadi da su dogadaji
A i B povezani medu sobom na odreden naéin, to jest, da su dogadaji A i B zavisni
medu sobom. Ako je, medurim, uslovna verovatnoca dogadaja A4, pod uslovom
"da se realizovao dogadaj B, jednaka apsolutnoj verovatnoéi dogadaja A4, to znaéi
da realizacija dogadaja B nema uticaja na verovatnoéu dogadaja 4. U tom slutaju
ka?emo da dogadaj 4 ne zavisi od dogadaja B. Dogadaj A4, dakle, ne zavisi od
dogadaja B, ako je:

P(A|B) = P(4) (1.3.6)
Prema definiciji uslovne verovatnode, sledi:
P (4B)
P(4/|B) =——=P(4
| (4/B) @ (4
odakle je: =
s P(AB) = P(4) P(B) (1.3.7)
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to jest, u slutaju kad jedan dogadaj ne zavisi od drugog, verovatnoca njihovog

proizvoda jednaka je proizvodu njihovih verovatnoca. Iz jednakosti (1.3.7) imamo,
takode:

P(4B) _P(A)P(B)
P(A4) P(A4)
odnosno, u slu¢aju kad A ne zavisi od B, onda je uslovna verovatnoca dogadaja
B, pod uslovom da se realizovao dogadaj 4, takode jednaka apsolutnoj verovart-
no¢i dogadaja B. To pokazuje da ako dogadaj 4 ne zavisi od dogadaja B u tom
slugaju ni dogadaj B ne zavisi od dogadaja 4. MoZemo, znati, da govorimo o (uza-
jamnoj) nezavisnosti dogadaja A i B.

P(B|A) =

= P(B) (1.3.8)

Definicija 2. Definicija nezavisnosti dva dogadaja. Dogadaji A 1 B su ne-
zavisni, ako je verovatnoéa njihovog proizvoda jednaka proizvodu njihovih vero-
vatnoéa, to jest ako je ispunjena relacija (1.3.7).

Nave$éemo neke posledice definicije nezavisnosti dva dogadaja.

Teorema 3. Proizvoljan dogadaj 4 i pouzdan dogadaj U uvek su nezavisni.
Znadi, iz jednakosti AU = 4 i P(U) = |, sledi:
P(AU) = P(A) = P(4)-1=P(4) P(U)
Teorema 4. Proizvoljan dogadaj 4 i nemogu¢ dogadaj ¥ uvek su nezavisni.
Iz jednakosti AV =V i P(V)=0, sledi:
PAV)=P(V)=P(V)P(4)=0
Iz ove dve tecrems proizlazi i da su pouzdan i nemogué dogadaj nezavisni.
Teorema 5. Ako su dogadaji A i B nezavisni, takode su nezavisni i dogadaji:
a)AiB,b)AiB,c) diB
Dokaz. a) Kako se dogadaji AB i AB medu sobom iskljutuju, a u zbiru
daju dogadaj 4, to je P(A) = P(AB) + P (4B), odakle je:
_ P(AB) = P(4)— P(A4B)
Iz uslova nezavisnosti dogadaja A i B imamo P(AB) = P(A4) P(B), pa sledi:
P(4B) = P(A)— P(4) P(B) = P(4) [l — P (B)] = P(4) P(B)
§to dokazuje nezavisnost dogadaja A i B.

Teorema 6. Ako su dogadaji 4 i C, kao i B i C nezavisni, i ako se dogadaji
A i B medu sobom iskljuuju, onda su dogadaji 4 4+ B i C nezavisni.

Dokaz
P[(A + B) C] = P(AC + BC) = P(AC) + P(BC) =
= P(4)- P(C)+ P(B): P(C)= [P(4) + P(B)]- P(C)=
=P(A+ B):- P(C)
§to je trebalo i dokazati..
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. PokaZimo na primeru da se u poslednjoj teoremi-uslov iskljudivanja dogadaja
A i B ne moZe ispustiti, ]

Primer 5. Pri bacanju kocke zapaZaju se sledeéi dogadaji:
A=E+E+E,B=E+E+E i C=FE +E.
Imameo:

Pa)= . 1

1 : 1 I 1

—y P B = —, P —_— = — =

> (B) > (C) 3 P(4C) Py P(BC) >
P(A4 + B) Cl:'é"

Dogadaji Ai C, kao i Bi C su nezavisni, ali to nisu i dogadaji 4 + B i C.
Ifostoﬁ_opasqost zabune oko pojmova fskljutivanja i nezavisnosti dogadaja.
U vezi s ovim pojmovima dokazacemo sledede teoreme. ]

Teo;em'a 7. Ako su dogadaji 4 i B nezavisni i sa pozitivnim verovatnocama;
onda se oni ne iskljuduju,

) Dokaz. Treba dokazati da postoji najmanje jedan elementaran dogadaj
k(.J.u odgovara'realizaciji kako dogadaja A tako i dogadaja B, to jest, koji pripada
njihovom proizvodu. Ovaj proizvod je ili nemogud, ili mogu¢ dogadaj, to jest,
ili je AB =V, ili je AB +# V. Ako je AB =V, onda je P(AB) < 0, a i» for.
mule P(AB) = P(A) P(B) sledi P(A4)P(B)=0, odnesno, ili P(A4) =0,
ili P(B) =0 I_(ako su ove posledice suprotne pretpostavci o pozitivnosti  vero-
vatnoca doga_da}a A i B, tosledi da je AB# V.

. Tgon?r_n.a 8, Ako se dogadaji A4 i B, sa pozitivnim verovatnoc¢ama, iskljucuju,
oni su zavisni. 1
Iz odnosa P(4B) =0 imamo- P(A4) P(B/A) = 0. Kako j
s = 0. je P(4) >0,
onda sledi da je P (B/A) = 0, 3to znati da dogadaj B zavisi od A. 0
Razmotrimo uslove pod kojima su tri ili vide dogadaj isni ic
. o Ja nezavisni. Logiéno
je da su dogadap._A;, Az . ., Ay nezavisni, ako je verovatnoéa njihovog pgroiz-
- voda jednaka proizvodu njihovih verovatnoéa:
P(A1Az... An) = P(A1) P(42)... P(4y) (1.3.9)

‘s Ipak, u slutaju n >3 dogadaja, ispunjenije relacije (1.3.9) nije dovoljno za
_uzajamnu {potpunu) nezavisnost dogadaja.

Det‘lilnicija 3. Datih n dogadaja su uzajamno (potpuno) nezavisni samo onda
kgd postoji medusobna nezavisnost proizvoljnih & od tih dogadaja (& < n).
Y slué:a_:ju_u = 3 uzajamna nezavisnost dogadaja A), 4s, A; izrazava se sle-
dedim relacijama:
P (41 A2 A) = P () P(ds) P () | )

P (A Ag)=P (A1) P (Aa), P (A1 As)=P (A4;) P(ds), P (Az A3)=
Uopste, za n dogadaja olvakva)ih u.s(lotr)a ix(nas),zﬂ £ : —31. Fldu £() (0)
Uslov (a) ne sledi iz uslova (b); drugim recima, tri dogadaja mogu biti ne-

zavisna u parovima, ali ne i uzajamno (potpuno). Slede¢i primer ilustruje ovakvu

moguénost.
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Primer 6. Batena su dva dinara. Prostor verovatnih realizacija ovog eksperi-
menta sastavljen je iz dogadaja GG, GG, GG, GG. Posmatrajmo sledece dogadaje:.

A (grb na prvom dinaru) = GG + G(z,
B (grb na drugom dinaru} = GG + GG,
C (grb na jednom dinaru) = GG + GG.

U tom sluéaju je:

P(4) = P(B) = P(C) = %

B

P(4B) = P(GG) = %, P(AC) = P(GG) = %, P(BC) = P(GG) = %

Na taj nadin uslov nezavisnosti dogadaja 4, B i C u parovima je zadovoljen. Me-
dutim, dogadaj ABC je nemogu¢, tako da je: )
1
P(ABC)=P(V)=0+#P(4) P(B) P(C) = 3

Drugim re¢ima, uslov (a) nije zadovoljen, pa dogadaji 4, B i C nisu uzajamno
nezavisni.

Teorema 9. Ako su 4 i B dva proizvoljna dogadaja, onda je:
P(A—B)= P(4)— P(4B) (1.3.10)
Dokaz. Dogadaj 4 moZe da se razbije na dva dogadaja koji se medu sobom
iskljucuju: 4 — B i AB, 10 jest A = (A4 — B) + AB. Prema aksiomi III sledi:
P(4) = P(A— B) + P(4B)
odakle se dobija formula (1.3.10).

Teorema 10. Teorema zbira verovatnoéa. Ako su 4 i B proizvoljna dva

dogadaja, onda je:
P(A+B)=P(A)+ P(B)— P(A4B) (1.3.11)

Dokaz. Dogadaj 4 + B moZe se razbiti na dva dogadaja koji se medu
sobom iskljutuju; A — B i B, to jest, A + B = (4 — B) + B. Na taj nadin,
prema aksiomi III i formuli (1.3.10), dobijamo:

P(A+ B) = P(4—B) + P(B) = P(4)— P(4B) + P(B)

odakle sledi formula (1.3.11).

Otigledno, ako se dogadaji 4 i B medu sobom iskljuéuju, onda je AB =V
i P(AB) =0, pa formula (1.3.11) postaje P(A + B) = P(4) + P(B), odno-
sno svodi se na aksiomu IIIL.

Formula verovatnode zbira dogadaja (1.3.11) moZe se uopstiti i na sludaj
vie dogadaja. U sludaju tri dogadaja 4, B i C formula verovatnoce zbira glasi:

P(A+ B+ C)=P(A) + P(B) + P(C)— P(4AB)— P(AC)—
— P(BC) + P(4BC) (1.3.12)
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U stvari, ako stavimo A + B =D i dva puta primenimo formulu (l.3.fl), do-
bijamo: X

PA+B+C)=PWD+C)=P(D)+ P(C)— P(DC) =
= P(4)+ P(B)— P(4B)+ P(C)—P[(A4 + B) C] =
= P(4) + P(B) + P(C)— P(4B)— P(AC + BC) =
= P(4) + P(B) + P(C)— P(AB)— P(AC)— P(BC) +
+ P [(4C) (BC)]
Kako je (AC)(BC) = ABC, to je formula (1.3.12) dokazana.
U slutaju n dogadaja formula zbira verovatnoca glasi:

n

1 n n—1 n n—=2 n-=1
P(Z Ar) = Z P(Ar)—
(& 4e) = Z P(4x) L Z Plsd) +2 = L P(Aedpd)—.. .+

k=1 j=k+1 i=j
i1t P(I"TAx) (1.3.13)
. =l

Ako se dogadaji ._Al, Az, ..., An medu sobom iskljuéuju, onda u formuli
(I._3.13) ostaje samo prvi ¢lan, to jest, onda je verovatnoéa zbira dogadaja jednaka
zbiru verovatnoéa tih dogadaja.

ZADACI

: . : _ 1
L Za.dog__adalc A i B poznato je P(4) = 3 P(4 + B) =§ i P(B)=p.

Nadi:
a) p, ako sc dogadaji 4 i B uzajamno iskljucuju;
b) p, ako je dogadaj 4 deo dogadaja B;
c) ‘p, ako su dogadaji 4 i B nezavisni.
Refenje
%) Iz formule P(d4 + B) = P(A) + P(B) dobija se p= -15 —_ % = I_ii

b) Kako je AB =4, iz formule (1.3.11) dobija sc P (4 + B) = P(B) = p =%_
¢) Zbog nezavisnosti dogadaja 4 i B formula (1.3.11) postaje:

: .. P(A+B) =P(A4) + P(B)— P(4) P(B),
odakle ‘je: ‘

O |=

: ) 3 1
;2. Neka je P(A)=~§, P(B) =5 i PUB) = %,
Naéi :

3) P(4 +B), b)P(4)i P(B), c) P(AB), d) P(d + B), ¢) P(4B), ) P(AB),
® P(AIB) i P(Bl4), b) P(4/B) i P(BIA), i) P(A + BIB). '
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Rezultat a) P(4d + B) = ;,

— 5 = 1
b) P(4) =3 P(B)=;

¢) Koriste¢i de Morganovo pravilo 4 + B = AB, imamo:

AB) T ki
P4 )=P(A+B)=1_P(A+B)=;’

B oy =8 i 5 1
&) P(A+5) =P +PE - PEB =~ +E_% =%
€) P(AB) = P(A—B) = P(4)— P(4B) = %—w}; =%

i 1
f) P(AR) = P(B)— P (4B) =;_%=%,

2B L gyl 2,

3 P(§!3)=':-,
PiA+B)Bl _P(®B) _
. P(B) P(B)
3. Ako se dogadaji A i B iskljuduju i ako je P(4 + B) =0, onda je: P(Afd + B) =

P4 .
= P+ P Dokazati.

g) P(4/B) =

h) P(A/B) =

B

iy P(4+BIB)=

1.

Dokaz. Prema definiciji uslovbe verovatnode i uslovu zadatka imamo:
PlA(4 + B)] L P(4) + P(4B) P(A4)
P(4 + B) P(A)+ P(B) P(4) + P(B)

4. U grupi je 20 studenata i 10 studentkinja. Polovina studenata i polovina studentkinja
pudi. Nacéi verovamoéu p da je sludajno izabrana osoba ili studentkinja, ili pulad. ’

 PA+B) =

Redenje. Neka A oznalava dogadaj da je izabrana osoba studentkinja, a B — da je iza-
brana osoba pulaé. Tra%i se P(4 + B). Kako je:

10 1 15 1 501
=— ==, PB)=—==, P(AB) =—=—
il 30 3 P& 0 2 4B 30 6
u tom slufaju je:
. 1 11 2
P(4 = L PR it i
n, A+8)=PA)+P(B—PAB 3 + 2763

Dinar se baca ili do prve pojave grba ili do tri uzastopne pojave pisma. Pod uslovom
da je ltat prvog bacanja pismo, naci verovatnoéu da dinar bude baten tri puta.

Re§enje.‘ Prostor elementarnih dogadaja je G GG GGG GGG sa slededim verovatno-
1 = 1 e S |
éama: P(G) = .E’ P(GG) = 7" P (GGG = P(GGH) et Neka B oznaava pojavu
) - e 1
pisma pri prvom bacanju. U tom sludaju je B = GG + GGG + GGG i P(B) = FR Ako A4

e 1

- oznadava dogadaj da se dinar baca tri puta onda je A = GGG + GGG i P(A4) = — . Kako

4
i 1
je AB = A4, toje P(AB)=:,
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i ; P(AB) 1
P a1B) - o

6. Ako su balene dve kocke i ako sc na njima pojavio zbir tacaka 6, kolika je verovatnoca
da s¢ na jednoj kocki nalaze dve racke?

Rezultat 3
5

7. Dwva broja su na slufajan nacin izabrana izmedu brojeva od 1 do 9. Ako je njihov zbir
paran broj, nadi verovatnodu da su oba neparna.

5
Rezultat E

8. Neka su 4, B i C nezavisni dog;ldaji. Pokazati da su nezavisne i sledece grupe dogadaja:
A4,B,¢c; A,BC; ...; ABC; ...; ABC
Pokazati, takode, da su nezavisni i dogadaji: A iB+ C,Bid+C, CiA+B.

. 9. Balena su tri dinara. Neka 4 oznatava pojavu tri grba ili tri pisma, B — najmanje dva
grba i C — najvife dva grba. Koji su od parova dogadaja (A4, B), (4, C) i (B, C) zavisni, a koji
nezavisni?

Rezultat. Samo su dogadaji A i B nezavisni.

; 10, Celim brojevima od 1| do 2n pridrufene su verovatnoée proporcionalne logaritmima
tih brojeva, a) Naéi te verovatnoée, b) Pokazati da je uslovna verovatnoda broja 2, pod uslovom
da je eksperiment pokazao paran broj, jednaka: :

log 2 =% ; ;
{ n log + log (n}) )=, F )

11. Na putu koii spaja g'radsh.\.d_i.ﬂ,_ua‘ireécﬁl razmaku jedan od drugog postavljena su
tri semafora, Ciklus rada svake, od njih traje jedan minut, to jest izmedu dva uzastopna uklju-
¢enja zelenog svetla prode jedan minut. U toku jednog ciklusa prvi semafor pokazuje zeleno svetlo
30 sekundi, drugi semafor — 40 i treéi — 50 sekundi. Ciklus rada svakog semafora ne zavisi od
rada drugih semafora. Kolika je verovatnoda:

a) da ée automobil, koji putuje iz grada A u grad B, prodi sva tri semafora bez zaustavljanja;
b) da ¢e se zaustaviti ispred jednog semafora;

c) da ée se zaustaviti ispred dva semafora;

d) da ¢e se zaustaviti ispred sva tri semafora?

5

Rezultat a) >
18

17 2 1
b) —, —, d) =.
)36 9 9 )36

. 12. Svaki proizvod izvesne fabrike, nezavisno jedan od drugog, neispravan je s verovatno-
¢om p. Pri kontroli defckt se uolava s verovatnoéom 1. Radi detaljnije kontrole izdvaja se na
slufajan nain n proizvoda. Naéi verovatnode sledeéih dogadaja:

a) ni na jednom od proizvoda nije uofen defeke;

b) izmedu » proizvoda nadena su dva sa defektom;

¢) izmedu n proizvoda ima bar dva proizvoda s defektom.

Rezultat a) P(A) = Pap = (I —pp1)»
b) P(B) = Puz = C% (pp1)t (1 — ppr)n-2
€) P(C) = | — Puyg— Papp =1— (1 — pp1)® — npp1 (1 — pp1)~!
+ 13. Verovatnoéa da proizvod izvesne fabrike bude neispravan jednaka je p.
(1) Proizvode proverava jedan kontrolor. On uolava neispravnost, s verovatnotom py»
a ako je ne uodi, umoguéava da neispravan proizvod ode u trgovinu. Osim toga, kontrolor moZe
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da pogredi i tako da ispravan proizvod odbaci kao 3kart. Verovatnoéa odbacivanja ispravnog pro-
izvoda jednaka ‘je a. Naéi verovatnote sledec¢ih dogadaja:

A — uoeni proizvod se odbacuje,

B — uofeni proizvod se odbacuje, ali nije 3kart,

C — uoleni proizvod se 3alje u trgovinu iako je neispravan.

(ii) Proizvode proveravaju dva kontrolora. Verovatnoce odbacivanja $karta od strane svakog
kontrolora jednake su p; i ps, a verovatnoée odbacivanja ispravnog proizvoda su respektivno za
svakog kontrolora jednake g i oa. Ako makar jedan kontrolor uo¢i defekr na proizvedu, taj pro-
izvod se odbacuje. Naéi verovatnote dogadaja A, B i C.

Rezultat (i) P(A) =pp1 + (1l —p)u

PBy=(l—pa
P(C)=p(1—p1)
iy PAy=rp[l—U—p)(1—p)] +(1 —p) [1 — (1 —a1) (] —an)]
PB)=(1—p) 1 —(l—a}(l —a2)]
P(C)=pM —p)(1—p2)

14, a) Elektriéni aparat pregoreva samo u trenutku ukljulenja. Ako je aparat ukljuden
k — 1 puta i jo¥ nije pregoreo, uslovna verovatnoéa da ée pregoreti pri k-tom ukljulenju jednaka
je ge. Naéi verovatnoée sledeéih dogadaja:

A — aparat izdrZao najmanje n ukljudenja,

B — aparat izdrZao najvie n ukljufenja,

C — aparat je pregoreo pri n-tom ukljuenju.

. b) Ako se elekrri¢ni aparat sastoji iz Cetiri dela, od kojih su prva dva neophodna za njegov
ispravan rad, a tredi i &etvrti deo se udvajaju (slika 1.13), i ako pri &-tom ukljuéenju svaki od delova
pregoreva s istom verovatnocom r, nadi verovatnoce dogadaja 4, B i C.

Re$enje. a) Verovatnofa dogadaja 4 jednaka je verovatnodi da za prvih s ukljudenja
aparat ne pregori:

P) =M (1—q)
k=1

Da bismo naili verovatnoéu dogadaja B uotimo suprotan dogadaj B— aparat izdrZao vife
od » ukljulenja. Verovatnoéa da u prvih n + 1 ukljuCenja aparat izdr#i jednaka je:

i n+1 n+l
P(B) = IT (1 —qe) odakle je P(B) =1— IT (1 —q) =z
k=1 k=1

Da bi aparat pregoreo tafno pri n-tom ukljudenju, verovatnoéa je jednaka (da u n—1
ukljuenju ne pregori, a da u n-tom ukljulenju pregori):

n=|
P(C)=4a ;El (1 —aqu)

b} Zadatak se svodi na prethodni deo, ako se nade uslovna verovatnoéa gi prestanka rada

aparata pri k-tom ukljuéenju: RECH T T e e Lpu e
ge=1—(—rP(—rd) =1——r?{ + )
e <
n D'-"-'.\—T'z Wiz de i
Yy )

(i}
7] e =

SL 1.13, SL 114
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15. Mehanizam se sastoji od JE elementa. Zastoj u radu svakog elementa povlali i zastoj
u radu celog mehanizma. Elementi ot ju nezavisno jedan od drugog. Verovatnoéa rada bez
zastoja svakog elementa iznosi p.

a) Naéi pouzdanost mehanizma, to jest verovatnofc P da mehanizam radi bez zastoja
(%ema mehanizma data je na slici 1.14).

b) Ako se svaki od elemenata udvaja elementom &ija je verovatnoca rada bez zastoja ta-
kode jednaka p, odrediti pouzdanost Pp jednog udvojenog elementa (3ema udvojenog elementa
data je na slici 1.15).

p
p
P
. T
|
I
p !
p
Sl 1.15. 5L 1.16.

¢) Ako se svaki od elemenata udvaja sa 7 — 1 takvih elemenata, &ije su verovatnoée rada
bez zastoja takode jednake p, naéi pouzdanost Pe tako udvojenog elementa (ema je data na slici
1.16). S koliko elemenata treba udvojiti jedan elemenat da mu pouzdanost ne bi bila manja od Pi.

d) Radi veée pouzdanosti mehanizmu od 3 elementa dodata su jo§ 3 elementa. Odrediti koji
nafin udvajanja daje vetu pouzdanost: <

— kada se udvaja svaki deo (kao ma slici 1.17),

—kada se udvaja ceo mehanizam (kao na slici 1.18).

p p p
P P p |—
S 117, Sl 1.18.

Rezultat a) Py =% b) Po=1—(1—2)% ¢ Po=1—(1—p"
Iz uslova P, > Py, sledi:

1—(—pn > P ili 1—P1>(1—p)

ili:
) nlog(l —p) < log(l — Py)
i :
Jog (1 — Py) _
log (1 —p)
d) Pr=[1—(1—pPP, P'=1—(1—p
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Pokazimo da je P' > P 7za 0 < p < 1, to jest. da mehanizam dobija veéu pouzdanost aka se
udvaja svaki elemenat (slika 1.17) nego ako se udvaja ceo mehanizam (slika 1.18). Nejednakost:
I—(—pPP>1—(1—p%

svodi s= na oblik:
6p2—12p +6 =0
i
—1F=>0
&ime je nejednakost P’ > P dokazana.

Zadatak reiti i v sludaju kad se mehanizam sastoji od » clemenata,

16. Cilj se gada sa # metaka. Verovatnota pogotka i-tim metkom jednaka je pr (f = 1,
2,...,n). Pri izraCunavanju verovatnoce bar jednog pogotka u cilj, razliCite verovatnode pi
zamenjuju se njihovom aritmetitkom sredinom:

1

1

[

p= P

H

Da li se ovom zamenom poveéava ili smanjuje verovatnoéa bar jednog pogotka?

Reienje. Oznadimo sa Ry,n verovatnocu bar jednog pogotka, Taéna wrednost ove vero-
vatnoce jednaka je:

n n
Rypn=1— I gt =1— HI(I—PJ)
i=1 3

i=

a priblina, s korif¢enjem aritmetiCke sredine _p:

(E) [l ()
Rp sl —Pr= i | 1= = ] =il
: | ® [ = |
Potrebno je sada uporediti veliéine:
.E" ql "
ﬁqi ; i—=l
i=t n
Poznato ‘je da je:
n ﬁ ﬁ]q‘ o {‘;“1‘;1 ]l"‘
g = =
=t n ? ;'Izllq( <l n J
Sledi:
Ry > Rl,n

to jest, primenom aritmeticke sredine p, verovatnoéa bar jednog pogotka se umanjuje.

1.3.2. Formula totalne verovatnofe. Bajesova teorema

Pretpostavimo da se dogadaji HifH, ..., Hy medu sobom iskljuéuju i

- da &ine potpun sistem dogadaja (Hy + Hz + ...+ Hp = U) vezan za dati eks-

perirpent. Kako se pri realizaciji eksperimenta mora realizovati bar jedan od do-
gadaja Hy, Hs, . . ., Hy, to se i proizvoljan dogadaj A mora realizovati bar sa jed-
nim od njih.
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Sledi: =UA==(H -+ Hat ... H)A =HiA-| H: A }-...+ H, A

pri ¢emu sc i dogadaji Hh A, H2 A, ..., Hy A medu sobom iskljutuju (slika 1.19).
Prema teoremi zbira verovatnoéa (1.2.4), imamo:

PA)=PH A+ PH24D ...+ P(H, D
ili, koristedi teoremu proizvoda verovatnoéa (1.3.3), dobijamo:
P(A) = P(Hy) P(A/H\) + P(He) P(A|H2) + ...+ P(Hp) P(AlHy) (1.3.14)

Formula (1.3.14) poznata je pod nazivom
formula totalne werovatnode.

Verovatno¢e P (Hi) su obi¢no poz-
nate unapred, pre realizacije eksperi-
menta, pa se Cesto nazivaju apriornini vero-
vatnodama, a sami dogadaji H; hiporezama.

Ako je rezultat eksperimenta poka-
zao da se dvgadaj A4 realizovao, vaZno je
nadi uslovne verovatnoce oblika P (H;/A),
to jest, va no je naéi verovatnole rea-

SL 1.1y lizacija pojedinih hipoteza koje su do-

vele do realizacije dogadaja 4. Drugim

refima, interesuje nas aposteriorna werovatnoéa hipoteze Hy (i=1,2,...,n),
pod uslovom da se realizovao dogadaj A.

Teorema 1. Bajesova teorema. Ako se dogadaji Hy, He,..., Hy medu
sobom iskljucuju i ¢inc potpun sistem dogadaja iz polja S koje odgovara eksperi-
mentu, i ako je A proizvoljan dogadaj iz S takav da je P (A4) # 0, onda je:

P (H; A) ;
P(HiA) 4 P(Hz A) ... + P(Hn 4)

P (HA4) = =1,2,...,n (1315
Prema definiciji uslovne verovatnoce imamo:
i 5
Py <298 A) b 15 m
P(A4)

odakle se, zamenom verovatnode P (A) iz formule (1.3.14), dobija formula (1.3.15).

Za izralunavanje verovatnoce P (H; A) moZemo koristiti apriornu verovat-
noéu P(Hj) i uslovnu verovatnodu dogadaja A, pod uslovom da se realizovao
dogadaj Hj, jer je prema teoremi proizvoda verovatnoa (1.3.3):

P(H; Ay = P(H) P(AIH), i=1,2,...,n
Bajesova formula (1.3.15) moZe se sada napisarti i u obliku:
P (Hy) P (A/Hy)
P (Hy) P(A[H)+ P (He) P(A[Ho)+. . .+ P (Hn) P (A[Hn)
R (T (1.3.16)

P(HijA) =

Na levoj strani formule (1.3.16) su aposteriorne verovatnoée hipoteze H; pod uslo- -

vom da se realizovao dogaduj 4. One su ovom tormulom izraZene pomocéu aprior-
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nih verovatnoca hipoteza H, Hs, ..., H, i uslovnin verovatnoda dogadaju 4 pod
uslovom da su se recalizovale hipoteze Hh, Hy, ..., H,.
Primer 1. U nekoj fabrici 30 odsto proizvodnje otpada na masinu A, 25

odsto na masinu B i ostalo na madinu C. Na masini 4 se pojavljuje 1 odsto skarta,
na masini B — 1,2 i na maSini C — 2 odsto $karta. U toku dana ove tri madine

proizvedu 10000 jedinica proizvodnje.

a) Kolika je verovatnoda da e slucajno izabran proizved od tih 10 000 pro-
izvoda birti Skart?

b) Ako je izabrani proizvod Skart, kolika je verovatnoca da je on proizve-
den: na madini A; na madini B; na madini C?

Resenje. Oznacimié sa A, Hi, Hz i Hs sledece dogadaje:

A — izabrani proizvod je Skart,
H; — izabrani proizvod je proizveden na maSini 4,
Hs — izabrani proizvod je proizveden na madini B,

Hj — izabrani proizvod je proizveden na madini C.

Prema uslovu zadatka imamo:
P (Hy) = 0,30, P(A/H) = 0,010
P (Hs) = 0,25, P(4/Hz) = 0,012
P(Hs) = 0,45, P(A[H;) = 0,020
a) Verovatnoéa da je izabrani proizvod $kart jednaka je, prema formuli
(1.3.14):
P(A) = 0,300,010 4- 0,25+ 0,012 4- 0,45 - 0,020 =
= 0,023 4- 0,003 -+ 0,009 = 0,015
b) Pre nego §to je proizvod izabran iz celokupne dnevne proizvodnje i pro-
veren, verovatnofe (apriorne) da je taj sluéajno izabrani proizvod proizveden na

mas$inama A, B i C jednake su respektivno 0,30, 0,25 i 0,45. Pomo¢u Bajesove
formule vidimo da se ove verovatnode menjaju posle dobijanja dopunske infor-

‘macije o tome da je izabrani proizved 3kart. Te nove verovatnoée (aposteriorne)

jednake su: y
P(Hy/A) = P(HY) P(AlH) o 0,003 -2 0,20
P(A4) 0,015
P(HalA) — P (Hz) P(AlH2) _ 0,003 _ 0,20
P(4) 0,015
P(4) 0,015

Ovaj primer ilustruje jednu od najznadajnijih primena teoreme Bajesa:

. podinjemo sa skupom apriornih verovatnoéa hipotexa Hi, Has,..., Hy, zatim
. realizujemo eksperiment i tofavamo realizaciju dogadaja A. Koric¢enjem ove in-
' formacije moZemo zameniti apriorne verovatnode aposteriornim: P (M) smenju-

jemo sa P(Hi/A), P(H:) sa P(H:lA4), P(Ha) sa P(HafA) ird., koristedi za ove
zamene formulu (1.3.16).

47



ZADACGI a

1. Dva automobila idu noéu jedan drugom u susret. Ako vozadi nisu pospani, automobili
¢e se mimoidi bezbedno s verovatnocom 0,999. Ako je verovatnoca da svaki od vozala bude pos-
pan jednaka 0,1, onda je verovatnoca da oba budu pospana jednaka 0,01. Ako je samo vozad A
pospan, njihovo mimoilaZenje bie bezbedno s verovatnodom 0,7. Ako je samo voza¢ B pospan,
oni ée se mimoici bezbedno s verovatnofom 0,8. Ako su oba vozata pospana, oni ¢e se mimoiéi
bezbedno s verovatnodom 0,4. Naél verovatnoéu da se automobili mimoidu bezbedno.

Rezultat 0,948

2. Iz urne u kojoj su 3 bele i 2 crne kuglice prebaene su dve kuglice u urnu sa 4 bele i
4 crne kuglice. Nadi verovatnoéu da se posle ovog prebacivanja iz druge urne izvude bela kuglica.

ReZenje. Oznatimo sa A pojavu bele kuglice iz druge urne, sa H; — prebacivanje dve
bele kuglice iz prve u drugu urnu, sa H: — prebacivanje jedne bebi jedne crne kuglice i sa Ha
— prebacivanje dve crne kuglice. U tom sludaju je:

P(A) =_§IP (Hi) P(A|HI) = 0,52

=

3. Dve urne sadrZe bele i crne kuglice: u prvoj urni su 3 bele i 4 crne, a u drugoj 5
belih i 3 crne kuglice. Na slucajan nadin se iz prve urne izvlade dve kuglice, a iz druge jedna:
Ove tri kuglice se pomesaju u treéoj praznoj urni, a zatim se iz nje izvladi jedna kuglica, Naél
verovatnoéu da ova kuglica bude bela.

' Rezultat 0,435

4. Tri aviona su dobila zadatak da napadnu odredeni cilj, koji 3tite etiri baterije protiv-
avionskih raketa. Svaka baterija svojom odbranom pokriva uglovni sektor od 60°. Ako avion
prelece preko zaSticenog sektora, moZe da bude oboren s verovatnofom p, dok kroz nezaitideni
sektor avion svakako dolefe do cilja i uniftava ga s verovatnoéom ;. Piloti aviona ne znaju gde
su zaStideni sektori. Naéi verovatnofu uniitenja cilja za dva nadina organizacije letenja:

a) sva tri aviona lete ka cilju u jednom praveu koji se bira na sludajan naéin,
b) svaki od pilota bira za sebe na sludajan naZin pravac leta nezavisno od drugih pilota

ReSenje. a) Hipoteze su:
Hy — avioni su izabrali neza3ticeni sektor.
Hz: — avioni su izabrali zalticeni sektor.

Prema uslovu zadatka imamo:
' 1 2
P(H) = —, P(H) = —.
_ (H1} 3’ (Hs) 3
Ako sa A oznatimo uniitenje cilja, imamo:
PlAIH) =1—(1—p)®, PAH) =1—[1—0—p)p]?
1 2
Pl4) = 3 P(AlH) + 5 P(AlHz)
b) Za svaki avion potpuna verovatnoda uniitenja cilia jednaka je:
1 2
P=— Zf) -
TR+t (I—pm
Verovatnota da bar jedan avion uniiti cilj jednaka je:
1 2 3
PA)=1—(l—PpP=1 —-[]—?Pl—;(l—}’)Pl]
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Moze se pokazati da je ova verovatnoéa veca nego u sluaju a).

5. Imamo dve urne. U prvoj je a belih i & crnih, a u drugoj ¢ belih i d cenih kuglica.
Iz prve urne se nasluéajan nadin uzima % kuglica, a iz druge m kuglica (k <a + b, m < c + d).
Ove % + m kuglice se izme3aju i stave u tredu praznu urnu.

a) Iz trede urne se na sluajan nadin bira jedna kuglica. Naéi verovatnocu da ova kuglica
bude bela,

b) Ako se iz trede urne uzmu tri kuglice, naéi verovatnou da bar jedna od njih bude bela.
Refenje. a) Oznalimo sa A, Hy i H: sledece dogadaje:

A — izvulena kuglica je bela,

H, — kuglica potife iz prve urne,

Ha — kuglica potite iz druge urne.

Sledi:
-] m
e S e PR ey ey
Pt E+m

¢
c+d

a
P(A) = P(H) Ty + P(H?)

b) Hipoteze su:

Hy; — sve tri kuglice potitu iz prve urne,

Hz — dve kuglice poti¢u iz prve urne a jedna iz druge,
H; — jedna kuglica potiZe iz prve urne a dve iz druge,

Hy — sve tri kuglice poti¢u iz druge urne.

Sledi:

By = tk +m) ;‘;:.—mi(‘;‘)azi m—2) Ry~ (& -+ m) (k?fflel));: +m—12

B T:(j ;(l)+ T PHY = ,,,JT,&C?;‘:—JCI?(:?,, -

U L e e syower
bed(d—1) B dd—1[d—2)

P (4jH) =1 c+DC+d—Dc+d—2)’

@B+ de+d—1)
i
4
P(d) = T P (Hi) P(A[H)
i=1
6. Urna sadri tri novdiéa od kojih su dva ispravna a jedan je ,,dvoglavi®. Jedan novéié

je izabran na sluajan nadin i baen. Ako se pojavila ,,glava®, isti novéi¢ se baca ponovo. Ako se
na prvom nov&i¢u pojavi ,,pismo’’, onda se od preostala dva novéiéa bira jedan i baca.

(i) Nadi verovatnou da se ,glava® pojavi dva puta.
(ii) Ako se baca isti nov&i¢ naéi verovatnodu da je bacan ,,dvoglavi®.
(iii) Naéi verovatnofu da se ,,pismo” pojavi dva puta.

Redenje. U Sematskom prikazu svih moguénosti eksperimenta sa I, IT i III oznadeni su
novéiéi, a sa T i IT pojave ,,glave™ i ,,pisma’ na njima.
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wl=
N
‘_l
a 1
\ /}
—
-

®  p= o=

i) pgm 2 .

7. Urna sadr2i tri novéiéa za koje se znaju verovatnoce pojavljivanja ,,grba”: 0,4; 0,5 i 0,6
respektivno. Jedan i10v&¢ od ova tri je izabran na slufajan nadin iz urne i bafen 10 puta. U re-
zultatu bacanja dobijen je est puta ,,grb®. Nadi verovatnoéu da je izvuen ispravan nov&ié.

p_— :
ReSenje. Verovatnoca izvladenja proizvolinog novéica je 7 Neka H; oznafava dogadaj

da je j-ti (f == 1, 2, 3) nov&i¢ izvuden, a 4 — dogadaj da se dobije 6 »Brbova™ u 10 bacanja nov-
¢ica, Onda je:

1
P(Hj)=3'= F=12%3

P(AiH) = ('§) 0,48 0,6 = 0,1115
P(AHy) —~ ('7) 0,59+ 0,5¢ = 0,2051
P (AR = ('9) 0,66 0,4% = 0,2508
odakle je: '

P4y =£2I P (Hj) P(AJHj) = %(u,ms + 0,2051 + 0,2508) = 0,189 ~ 0,19
Tradena verovatnoéa jednaka je:

P (Hx) P(A[Hz)

3
Ha =1 =
Firs P T
3

50

8. Baca se kocka. Ako se na kocki pojavi 1 ili 6 tacaka uzima sé kuglica iz prve urne, u
suprotnom se uzima kuglica iz diuge urne. Prva urna sadrzi 3 crne (€2), 2 bele () i | zelenu ku-
glicu (Z). Druga urna sadrzi 4 bele (B) i 2 zelene kuglice (7).

a) Ne¢i verovatnotu da je izvufena bela kuglica.
b) Naci verovatnofu da je bela kuglica izvudena iz prve urne.

) Nadi aposteriorne verovatnoée dogadaja da je ,.izabrana prva urna® i da je ,.izabrana
druga urna®, ako su iz jedne urne izvutene dve bele kuglice 5 vracanjem.

o) Ako se izvlade dve kuglice i prva kuglica se ne vrata u urnu a druga se kuglica uzima
iz iste urne iz koje je uzeta i prva, i ako se dobiju ohe bele kuglice, kolika je verovatnoéa da su
obe kuglice izvutene iz prve urne? A iz druge urne?

Re3enje. Ako oznatimo sa H; dogadsj da je izabrana prva urna i sa Ha da je izabrana
druga urna, onda je:

1 2
P(H) =3, P(H) =

1
P(CIH) = o0 P(BIH)) = —, P(Z|H)) =

1
&

4
3
2

P(ClH:) =0, P(BIH) =

1
» P(Z]Hy) i3

a) P(B) = P(H)): P(BIH) + P (Hz) P (B/Hs) =

=RV

P (Hh)- P(B/HY) 1

b H O oo s e e e

) P(HyB) s -
¢) Oznatimo sa 4 dogadaj da su izvufene dve bele kuglice. Sledi:

2 2 2 4 4 9
PA) =P+ Pithd) =S = 2 d Tz ==

TraZene aposteriorne verovatnoée jednake su:

_PHAH 1 . _PH:A) 8
P(HiA) S P (HalA) = P eA) -
1 1 3 7
d) p(A)=l.3._+__.i._.=_

1 6
P(H/4) = T P(H{A) = 7

9. SadrZaj dve urne je sledeéi: prva sadr?i 3 crvene i 1 belu kuglicu, a druga — 1 crvenu
i 3 bele kuglice. Bacaju se tri kocke. Ako se pojave najmanje dve 3estice na gornjim stranama
kocki, biramo prvu urnu i iz nje izvladimo jednu kuglicu, U suprotnom, biramo kuglicu iz druge urne,

a) Kolike su apriorne verovatnoe izbora prve, odnosno druge urne?

b) Ako je izvudena crvena kuglica; kolike su aposteriorne verovatnoée da je kuglica iz-

. vulena iz prve, odnosno iz druge urne?

) Ako posle izbora urne izvladimo iz njc # puta kuglicu sa vraéanjem i ako se dobiju svih
n crvenih kuglica, kolike su verovatnode da smo kuglicu izvukli iz prve, odnosno iz druge urne?
Za koju vrednost # su ove verovatnote pribliZno jednake? Sta se defava sa ovim verovatnocama
kada se n uveéava?



Refonie

2) i becanju triju kocki najmanje dve Festice pojavliuju se 16 puta od 216 razli-
¢itih mogacnust, Sledic verovamoée izbora pree § druge urne jednake su:

! 16 200
PR = TR g

b} Denudirno sa (7 pojave ervene kuglice. Vervvatnoda da je fwvulena crvena kuglicn iz
prve ume jednaka je:

6 3
PH)- PLCIH) 216 4 3
G -+ - ==,
R P{G) 16 3 w13
216 4 26 4
a verovalnoty da je ervena kuglica izvadena in deume urne jodnaka je;
25
POHC) - —
(. I~
&) Posle # izviagenja kug]ir:.e g2 vradanjem imanio:
e
216 \ 4 16,37 2
By (H\C) = = § PalH| Oy ——————
i i)’ ” 200 (l)" 163" 4 200 16.3* + 200
216 (-t 216 \4

Uslov Pn (H\[G) = Pa(H:/C) je zadovelien za 16 37 & 200 Hloza73n 2 123 n e 2
Kada n — =, dobija se Py (H/C) =1, Fu(H:fC) =0

10, Po pregledu bolesnika pretpostavija se da on boluje od tri bolesti: Hy, Hs i Hy. Vero-
vatnoce tih bolesti u datim okolnostima iznnse:

1 1 1
P(H) = — P(H)=— PH)=—
(L) 2 (Hz) P (_ 3

Da bi se dobila tafna prognoza izvriena je izvesna onaliza koja daje pozitivan rezultat 3 veravat-
notom 01 kad je u pitaniu bolest Hy, s verovanoéom 0,2 u slufaju bolesti My i 3 verovatnotom
0,9 kad je u pitanju bolest Hi. Analiza je izvriena 5 puta i 4 puta dobijen je pozitivan rezultar
a jednom ncgativan. Izrafunati verovatnodu svake od ovih bolest posle izvriene analize.

Relenje. Ako je u pitanju bolest Fh, onda verovatneda tezultata analize (po formuli ve-
rovotnode proizvoda) iznesi pr == (0,134 (1 — 0,17, Slifno je za hipotezn Aa: o = (0,2)% (1 —10,2)
za hipotezu Hat po = (0,931 (1 — 0,9). Bajesovom formulom debija se:

" PH) ¢
P OH sl s e lize) =
(#hfposle Tavrtene analize) = o + P (He) pa + P (HD) 22

P {Hlposle izvc3ene analize) = 0,01

a= 0,002

FP(Halposle lzveiene analize) = 0,988 °





