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Glava I

SLUTCAJNE PROMENL]JIVE

2.1. JEDNODIMENZIONALNA SLUCAJNA PROMENL]JIVA

Jedan od majvaZnijih pojmova teorije verovatnote je pojam slucajne pro-
menljive.

Definicija 1. Realizacija svakog slufajnog ‘dogadaja moZe se okarakuerisar
brojem; promenljiva veliina, koja te brojne vrednostl uzima sa odredenim vero-
vatnodama, naziva se slwfajmom promenijivom (na cngleskom: random variable;
francuskom: lu variable aleatoire; ruskom: sludajnaja velifina). Sluéajna promen-
ljiva Cesto se definife i kao funkaja, koja svakom elementarnom dogadaju pridru-
Zuje neki broj.

Ma tj nadin, pod uricajem sluéajnih okolnosti slufajna promenijiva moze
da uzme razlifite brojne vrednosti. Unapred se ne moZe redi koju ¢e od tih vred-
nosti slufajna promenliiva uzeti, jer se njene vrednosti menjaju od jedne do druge
realizacije eksperimenta, ali se unapred mogu znati sve vrednosti koje ona moze
da uzme. Dz bi se slufajna promenljiva potpuno ckarakterisala, powebno je znari
ne samo koje vrednosti sludajna promenljiva moZe da uzme nego i kako &esto,
tj. sa kojim vercvainodama ona uzima te vrednosti.

Broj razliitih vrednosti koje sluéajna promenljiva uzima u posmatranom
eksperimentu moze da bude konadan, prebrojiv ili neprebrojiv. Ako sluéajna pro-
menljiva uzima sa pozitivnim verovatnodama konafan broj vrednesti ili prebrojivo
mnozgo (da se mogil prebrojati skupom prirodnih brojeva) ona se naziva diskretnom
siufajnom promenifivom. Broj automobila keji produ ulicom u intervalu vremena
odredene duzine, broj purnika u vozu, broj saobracajnih nezgodi u odredenom
vremenskom intervalu, broj fkartova koje madina proizvede u toku jednog radnog
dana, broj grbova koji se pojavljuju pri bacanju dva dinara i dv., jesu diskretne -
slutajne promenljive.

SluGina promenljiva je neprekidia ako s1 pOZITiviom VErovarnodom moie
di weme proizvoljinu brojnu vredoost na odrodenom intervalu. i.’t'iu'!cti“ncpt'ckld-
nih shuéajnih promenljivih su: vising i tefing coveka, breine kretanja le?jghi[n
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na putu, vremenski razmak izmedu vozila, vreme opsluge kupea, klijenta u ambu-
lanti,” telefonskog abonenta i dr.x

Sluéajne_ promenljive ¢emo oznaavati sa X, ¥, Z,..., a vrednosti koje
one mogu uzimati sa xy, X% .. V¥ ooy 51,82, ...

2.1.1. Zakon raspodele verovatnoéa i funkcija raspodele (kumulativni
zakon) diskretne jednodimenzionalne sluiajne promenljive

Pretpostavimo da slu¢ajna promenljiva X moze da uzme vrednosti X1y X2, - . .y
Xn, 52 verovatnocama pi, pe, ..., pw Pri Cemu je pr4-pa+ ...+ pp=1. Skup
parova brojeva:

xpp=P(X=x)|, =12,...,n

odnosno, $ematski prikaz tih parova brojeva u obliku:

X = {;1 ;2 G -:a}, ‘E]P‘ =1 ' (2.1.1)-
1 2 ce . Pn 1=

predstavlja raspodelu verovatnoda slutajne promenljive X. Sluéajna promenljiva
je potpuno definisana kada je data njena raspodela verovatnoéa.

Zakon raspodele verovatnoéa sluajne promenljive je pravilo po kome svakoj
vrednosti slu¢ajne promenljive pridrufujemo odgovarajuéu verovatnoéu. Zakonom
raspodele verovatnoca, ukupna verovatnoca, jednaka jedinici, raspodeljena je na
pojedine vrednosti slufajne promenljive.

MoZemo zamisliti (mehanitka interpretacija raspodele verovatnoéa) da je
neka masa, jednaka jedinici, rasporedena po apscisnoj osi tako da se u tatkama
X1, X2 .. ., X5 nalaze odgovarajuée mase pi,ps,...,p; Na taj nalin se skup
vrednosti sluéajne promenljive X moZe da interpretira. kao sistem materijalnih
tataka rasporedenih po apscisnoj osi.

Graficka ilustracija raspodele verovatnoéa je poligon raspodele wverovarnoca.
On se dobija spajanjem tadaka (x;, p;) u koordinatnom sistemu, gde se na apscis-
nu osu nanose vrednosti x; sluéajne promenljive X, a na ordinatnu osu odgovarajuée
verovatnoce p; (slika 2.1.1).
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Primer 1. Pri bacanju tri dinara broj grbova koji se moZe pojaviti na gornjim
stranama dinara jednak je 0, 1, 2 ili 3. Tako ne moZemo ta¢no da predskaZemo
ishod eksperimenta, mozemo da ukaZemo na sve moguéne ishode i njihove vero-
vatnoce. Prostor elementarnih dogadaja, zatim broj grbova koji odgovara svakom
elementarnom dogadaju, kao i verovatnole tih elementarnih realizacija u eksperi-
mentu bacanja tri dinara, dati su u tabeli 1.

Tabela 1.
Elementarni
~ dogadaji GGG GGPF GPG PGG GPP PGP PPG PPP
Broj grbova k) 2 2 2 1 1 1 0
oo L E L 2 T 1 1 1
erovatnoée 3 3 s 5 = 3 s .

U tubeli 2. su dati mogucni brojevi grbova u eksperimentu bacanja tri dinara
i odgovarajuce verovatnoce (verovatnota da se dobiju taéno dva grba dobija se
sabiranjem verovatnoda realizacija .elementarnih dogaduja GGP, GPG, PGG;
analogno se dobijaju i druge verovatnode).

Tabela 2
Broj grbova 0 1 2 3
¥ - 3 3 1
erovatnoce = s = =
3 8 8 8

Tabela 2. je sastavljena od parova brojeva (x;, pi) = (broj grbova, verovat-
noca realizacije tog broja) i prikazuje raspodelu verovatnoca promenljivog broja
grbova. Kako se broj grbova menja sluéajno, od jedne realizacije eksperimenta
do druge, to je broj grbova slucajna promenljiva. Ako sluéajan broj grbova oznadimo
sa X, i njegove realizacije su x, gde je x = 0, 1, 2 ili 3, tada su verovatnoce P(X = x)
jednake:

I 3 3 1
P(X:0)=E' PX = l)=E, P(X=2)=-E—, P(X=3)=E

Zakon raspodele verovatnoéa dobijamo ako uocimo da su brojevi 1, 3, 3, 1
binomni koeficijenti, U tom slutaju zakon raspodele verovatnoca za razli¢ite bro-
jeve grbova u eksperimentu bacanja tri dinara glasi:

P(X =) =(§) (%)3 =T(z3—l—_?§(_;); zn x=0,1,23,

Iako je raspodela verovatnoéa potpuna karakteristika slucajne promenljive,
ipak to nije i njena univerzalna karakteristika. Raspodela verovatnoéa kao potpuna
karakteristika postoji samo za diskretne slucajeve promenljive. Za neprekidnu
sluéajnu promenljivu ne moZe se formirati raspodela verovatnoéa zato $to ona
ima beskona¢no mnogo vrednosti koje ispunjavaju neki intcrval (neprebrojiv skup
vrednosti). Ocigledno je da se ne moZe sastaviti tablica sli¢na tablici (2.1.1), gde
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su pobrojane sve vrednosti sluéajne promenljive. Docnije ¢emo videti da i za ne-
prekidnu slucajnu promenljivu postoji ,,raspodela verovatnoéa®, mada ne u istom
smislu kao za diskretnu slucajnu promenljivu.

_ Do univerzalne karakteristike za proizvoljnu slucajnu promenljivu, diskretnu
ili neprekidnu, doéi ¢emo ako posmatramo verovatnoée dogadaja X < x, a ne
X =X, gde je x tekuca promenljiva, Verovatnoéa dogadaja X < x, otigledno,
zavisi od x, 1j. ona je funkcija od x. Ta funkcija se naziva funkcijom raspodele vero-
varnoca ili kumulativnim zakonom raspodele verovatnoda i oznatava se sa F (x)
odnosno: ’

Fx)=P(X <x) (2.1.2)
Fl._mkcija raspo&iele potpuno karakterile sluajnu promenljivu. Kod diskretne slu-
Cajne promenljive X, koja uzima vrednosti xi,xz,...,x, funkcija ré.spodelc
jednaka je:
Flx)= Z p
. X%
ili:
0,za x <x
PLy Za X1 < x 55 e
B 1P+ P2 za x3 < x <l xp (2.1.3)

PLdper . A a8 o <X KAy
I, za x >x,

) U slu{:aju_ iz primera 1, gde slu¢ajna promenljiva X oznadava broj grbova
u tri bacanja dinara, funkcija raspodele jednaka je:
(0, za x <0

.!_ zaQ<x<1

8
4
F(x) = E, za l <o 2
7
30 A 2Lx3
1, zax >3
lF_(x)

4 - R e
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i. ..................... ?—-—-——.—..‘
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Slika 2.1.2.
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Grafik funkcije raspodele dat je na slici 2.1.2.

Pomoéu funkcije raspodele slufajne promenljive X moZemo da izrazimo
verovatnoéu nejednakosti @ << X < b, za proizvoljne vrednosti a i b (a < §). Ako
sa A oznatimo dogadaj X < a,sa B —dogadaj X < bisa C—dogadaja < X < b,
tada je B = A4 4 C. Kako se dogadaji 4 i C medusobno iskljucuju, to je:

P(B)=P(4) + P(C)
odakle je:
P(C)=P(B)— P(4)
ili '
Pla<X<b=PX<b—PX<a)
Pla<X<b=F@®) —F(a) (2.1.4)

Osobine funkcije raspodele su sledece:

Osobina 1. Podto verovatnoéa nije negativan broj, to iz formule (2.1.4)
neposredno sledi da za proizvoljne vrednosti a i b (¢ < b) ima smisla nejednakost:
F(a) S F(b)
tj. funkcija raspodele proizvoljne sludajne promenljive je neopadajuca funkcija.

Osobina 2. F(— ) =01i F(+ ) =1.

Zaista, kako je dogadaj X < + co pouzdan, to je:
F(+ 0)=PX<+ =1

Dogadaj X < — o je nemogué, pa je:
F(—o)=PX<—w)=0

Iz toga sledi:
0SFx<1 (2.1.5)

Prakti¢no, kod diskretne sluéajne promenljive, prema formuli (2.1.3), funk-
cija raspodele je jednaka nuli za x < x1, i jednaka jedinici za x > xp.

Osobina 3. Funkcija raspodele je neprekidna sleva u talkama prekida

Iz definicije funkcije raspodele u tatkama prekida ispunjeno je F(x —0) =
= F(x), $to predstavlja uslov neprekidnosti sleva u tacki prekida x.

U sludajevima kada se funkcija raspodele definie kao verovatnoéa P (X < x),
tada je ispunjena relacija P(X < x) = F(x 4 0), tj. u tom slu¢aju je funkcija
raspodele neprekidna sdesna.

Na taj nadin jasno je da je svuka funkcija raspodele neopadajuca funkcija,
neprekidna sleva i da zadovoljava uslove: F(— ) =0 i F(+ o) = 1. Taéno
je i obratno: svaka funkcija koja zadovoljava nabrojane uslove moZe da se smatra

funkcijom raspodele neke slufajne promenljive.

Treba napomenuti da iako svaka sluajna promenljiva jednoznatno odre-
duje svoju funkciju raspodele, postoji beskonatno mnogo sluéajnih promenljivih
koje imaju istu funkeiju raspodele. Tako, na primer, ako slu¢ajna promenljiva X
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uzima vrednosti 0 i I, svaku sa verovatnoéom 1/2, onda je slutajna promenljiva
Y = X2 razlitita od nje, ali obe.gluéajne promenljive imaju istu funkciju raspodele:

0,za x<0
F(x) = -%-,za 0<x<gl

l, zax>1

ZADACI

1. Cilj se gada sa Zetiri metka. Naéi raspodelu verovatnoéa i funkciju 1aspodele verovat-
no¢a slufajne promenljive X, ako je u svakom gadanju verovatnoca pogotka cilja jednaka 0,5 i

ako X oznafava broj pogodaka. Q‘tz:—' 1,1?,___ A N hune E B
Rezultat 2l . N
Xy 0 1 2 3 4
L 4 5 4 1
% % 16 18 16
0,za x <0
ﬁs,zaﬁqul
'115, zal <x <2
E@ = 1
E,za2<x<3
15
1—6,233<x<4
\1,za x> 4

2. Izvode se tri nezavisna eksperimenta, U svakom od njih se sa istom verovatnofom
moZe da dobije proizvoljan ceo broj od 0 do 9. Naéi raspodelu verovatnoda sluajne promen-

ljive X, ako uotimo zbir dobijenih brojeva kao sluajnu pro%'enljivu X. ) ) 2
Rezultat \4 = = 2 S
x 0 1 2 3 4 5 6
it 0,001 0,003 0,006 0,010 0,015 0,021 0,028
ET 7 8 9 10 11 12 13
P 0,036 0,045 0,055 0,063 0,069 0,073 0,075
Xi 14 15 16 17 18 19 20
03 0,075 0,073 0,069 0,063 0,055 0,045 0,036
Xy 21 22 23 _ 24 25 26 27
b3 0,028 0,021 0,015 0,010 0,006 0,003 0,001
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3. Avion, kao meta protivavionske artiljerije, sastoji se iz dva dela razlifita po osetljivosti.
Da bi se uniitio avion dovoljno je da ga jedno zrno pogodi u prvi deo ili tri zrna u drugi. Verovat-
noa da avion bude pogoden u prvi deo iznosi 0,3, a u drugi deo — 0,7. Naéi raspodelu verovat-
nofa broja pogodaka koji uniStavaju avion.

ReZenje. Slufajna promenljiva X — broj pogodaka koji uniStava avion, ima tri moguéne
vrednosti: 1, 2 i 3. Verovatnoéa da je X = 1 jednaka je verovatnoéi da prvo zmo padne u prvi
deo, tj. p1 = 0,3. Da bi sludajna promenljiva X imala vrednost 2, potrebno je da prvo zrno padne
u drugi deo, a drugo — u prvi, pa je P(X = 2) = p2 = 0,7- 0,3 = 0,21. Da bi sluajna promen-
liiva X imala vrednost 3, potrebno je da prva dva zrna padnu u drugi deo, a trede u prvi, ili sva
tri zrna u drugi deo, pa je P(X =3) =p3 =0,72-0,3 + 0,7° = 0,49. :

4. Automobil prolazi ulicom u kojoj, nezavisno jedan od drugog, rade tri semafora. Svaki
od njih radi u istom rezimu: 1,5 minut zeleno svetlo, 0,3 minuta Zuto svetlo i 1,2 minuta
crveno svetlo. Naci raspodelu verovatnoéa broja X zaustavljanja automobila u toj ulici.

Redenje. Polto je vreme za koje semafor omoguéava prolaz preko raskrsnice (vreme tra-
janja zelenog svetla) jednako vremenu zabrane prolaza (Zuto i crveno svetlo), to je verovatnoéa
da semafor zadrZi ili propusti automobil ista i jednaka 0,5. Slucajna promenljiva X mozZe da uzme
viednostixy =0, xa =1, x3 =2, x4 = 3. Verovanoée py = P(X = x), i = 1,2, 3, 4 izracu-
navaju se¢ na sledeéi naéin:

p1=(1—05°%=0,125; p2=3-0,5'(1 —0,5 = 0,375;
p3=3-0,5 (1 —0,5) = 0,375; ps = 0,5 =0,125.
5. Dinar nepravilnog oblika, za koji je pri bacanju verovatnoéa pojave grba jednaka 3/4,
balen je tri puta, Ozna¢imo sa X broj pojava grbova na gornjim stranama pri njenom bacanju.
Naci raspodelu i funkciju raspodele verovatnoéa sluajne promenljive X.

Rezultat N L

xy 0 1

(]

; i

g 27
! 64

L |

<

1
64
T K

b K

u Rle
|:f" ifﬁ

6. Ako X oznalava zbir tataka koje se pojavljuju na gornjim stranama 'dvciu kocki, naéi
raspodelu verovatnoéa i funkciju raspodele verovatnoéa slucajne promenljive X.

Rezultat
x 2 3 4 5 6 1 8 9 10 1 12
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
M 3% 3% 36 36 36 3 36 36 36 36 36

" 7. Ako se dinar ‘baca do pojave grba, oznatimo sa X broj bacanja d.inan? (ukljutujudi i
bacanje kada se pojavio grb). Naéi zakon raspedele verovatnoéa sluéajne promenljive X.

Resenje. Prostor elementarnih dogadaja je beskonadan, pa sluéajna promenljiva X moZe

da uzme vrednosti 1,2, 3,... Kako su pojave grba i pisma jednako verovatne, a realizacije eks-
perimenta medu sobom nezavisne, imamo da je:
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Uopite, zakon raspodele verovatnoéaxglasi:

1
P(X=x)-=i-; gde je x=1,2,3,...

Zbir svih verovatnoéa jednak je jedinici:

1
ik

2 P(X £ 1
x=l X8 _lez’

1—

N =

8. Urna sadc?i 3 bele i 5 crnih kuglica. Nadi i uporediti funkeije raspotela verovatnoée
slu¢ajnih promenljivih X i X3, gde X1 oznaava broj belih kuglica dobijenih izmedu 2 izvulene
kuglice bez vratanja, a Xa — broj belih kuglica dobijenih izmedu 2 izvutene kuglice sa vratanjem

i

Rezultat ( P

0,23.@&<0 I 3 0,zax<0 ;
: 20 p . |25 e

5—6,1.304;.3-(1 6-4-,230<x<.1 Nt
Fi(x) = o Fafx) = s

5—6,2:11 < xal a,zal<x<2

L, zaxz 2 l,zzx>2

2.1.2. Funkcija raspodele i gustina raspodele verovatnola neprekidne
jednodimenzionalne sluéajne promenljive

U delu 2.1. intuitivno smo napravili razliku izmedu diskretne i neprekidne
slu¢ajne promenljive. Za diskretnu sluéajnu promenljivu X, koja sa odgovaraju-
éim verovatnoéama uzima konaan ili prebrojiv skup vrednosti, moZemo izreéi
i slededu definiciju:

Definicija 2, Slutajna promenljiva X je diskrerna ako je za svaki realan
broj x odredena neopadajuéa funkcija raspodele F(x) = P(X < x), koja ispu-
njava uslove F(— ) =0 i F(+ <o) =1 i koja u tatkama x; ima skokove jed-
nake verovatnodama pi:

: Fley+0)—=F@)=p i=12,...,n
gde je _ p1=P(X =x).
Na sli®an nadin moZemo dati i definiciju neprekidne slucajne promenljive:

Definicija 3. Sluajna promenljiva X je neprekidna ako je za svaki realan
broj x odredena neopadajuca, neprekidna funkcija raspodele F(x) = P(X < x),
koja ispunjava uslove F(— o) =0 i F(+ ) = 1.

Osobinu neprekidnosti funkcije raspodele neprekidne slucajne promenljive
jednostavno je obrazloZiti: pri uveéanju broja moguénih vrednosti slutajne promen-
ljive, broj skokova je veéi, a sami skokovi manji. Stepenasta forma funkcije F (x)
postepeno se pribliZava neprekidnoj krivoj (slika 2.1.3).

Verovatnoéa da sludajna promenljiva X uzme vrednost na intervalu (a, b), -

izrai_ena pomo¢u funkcije raspodele, data je formulom (2.1.4). Kako je u slucaju

60 -

neprekidne sludajne promenljive funkciia_raspudele neprekidna_, to u granici
kada b — a iz ove formule dobijamo da je P(X = a) =0, to jest:

P(X =a) = lim P(a <X < b) = lim [F()) — F (@] = lim F () — F (&) = 0
b b—a boa (2.1

L }F
B e e — 19
= i
— 1
= ' |
o ——
,—j_“JI i fhpomtee 08 [
— s
— :
— :
= i
U *n X o
SL 2.1.3.

Znadi, verovatnoéa P (X = a) da sluajna promenljiva X uzme moguénu vrednost
a, jednaka je nuli u sluéaju neprekidne slutajne promenljive. Na prvi pogled,
rezultat (2.1.6) moZe da izgleda paradoksalan, s obzirom na to da smo na poletku
ustanovili da nemoguénim dogadajima odgovaraju verovatnoce jednake nuli. Sada,
medutim, vidimo da i moguéan dogadaj X = a ima verovatnoéu jednaku nuli.
Ova éinjenica nije nita manje paradoksalna nego 8to je naSa predstava o telu
koje ima odredenu masu, a nijedna tadka tog tela ne poseduje konaénu masu. Pm-.
izvolino mala zapremina tela ima odredenu, konaénu masu, ali ta masa tezi nuli
kad se zapremina tela umanjuje i postaje jednaka nuli —za talku. Z_bog ove analo-
gije Gesto je i za neprekidnu sludajnu promenljivu korlspa nlaeh'imléka interpreta-
cija verovatnode, kao jediniéne mase rasporedene po apscisnoj osi, tako da nijedna
tacka nema konacnu masu. )

Iz toga $to dogadaj X = @ ima verovatnoéu jednaku nuli uopdte ne sledi
da se taj dogadaj nede pojavljivati, tj. da je i frekvencija tog dogadaja jednaka nuli.
Kako frekvencija, pri velikom broju eksperimenata, ne postaje jednaka verovat-
nodi, veé joj se samo pribliZava, to iz ¢injenice da je P (X = a) = 0 sledi samo
to da ¢e se taj dogadaj X = a vrlo retko pojavljivati.

4§ obzirom na rezultat (2.1.6), formula (2.1.4), u slu¢aju neprekidne slu¢ajne
promenljive, moZe da se napiSe i u obliku:

Pla <X < b)=F(b)—F(a) (2.1.7)

Ako pretpostavimo da je funkcija raspodele F (x) ne samo neprekidna nego
i diferencijabilna, razmotrimo priraitaj funkcije F(x) na intervalu (x, x + A x):

Pr<X<x+Ax)=F(x+ Azx)—F(x)

U skladu s mehanitkom interpretacijom, odnos:

Px<X<x+Ax) _ F(x+ Ax)—F(x)
Ax Ax

nazivamo srednjom gustinom raspodele verovatnoéa na intervalu (x, x + A x).
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X
Graniéna vrednost izraza na levoj strani poslednje jednakosti, kad je Ax — 0,
daje gustinu raspodele verovatnoca sluajne promenljive X u tacki x, a izraz na desnoj
strani u granici daje prvi izvod funkcije raspodele F'(x). Ako gustinu raspodele
verovatnofa oznadimo sa f(x), imamo da je:

f(x) = F'(x) (2.1.8)

Kriva, koja predstavlja gustinu raspodele verovatnoda, naziva se krivom
gustine (slika 2.1.4),

)

fe

0 X X+ dx

'x1

SL 2.1.4

Gustina raspodele verovatnoéa, kao i funkcija raspodele, jedan je od oblika
zakona raspodele verovatnoca, ali nema univerzalni karakter kao funkcija raspodele,
jer ona postoji samo za nerrekidne sluajne promenljive.

Izrazimo sada verovatnoéu P(a < X < b) pomoc¢u gustine raspodele. Radi
toga, uofimo najpre verovatnocu da sludajna promenljiva X padne na interval
(x, x + dx). Veli¢ina f (x) dx pribliZno daje tu verovatnoéu i naziva se elemencar-
nom verovatnocom (geometrijski, to je povrdina pravougaonika visine f(x) i $irine
dx, slika 2.1.4), U tom sludaju je:

Pa<X<b) = fbf(x) dx (2.1.9)

gde integral, po svom znadenju, izraZava zbir elementarnih verovatnoéa na in-
tervalu (g, 5). Geometrijski, ova verovatnoéa je jednaka povrdini iznad intervala
(a, b) do krive gustine (slika 2.1.5).

Jlf(x)

5L 2.1.5
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Izrazimo funkciju raspodele pomou gustine raspodele. Prema definiciji,
imamo da je:
Fx)=PX<x)=P(— o <X <x)

odakle, prema formuli (2.1.9), sledi:
F(x)=[f(x)dx (2.1.10)

Geomerrijski, funkcija raspodele F(x) predstavlja povrdinu ispod krive
gustine, levo od tatke x (slika 2.1.6).

JL'F(xJ FFe

Sl 2.1.6

Osnovne osobine gustine raspodele verovatnoéa su sledece:
1. Kao izvod neopadajuce funkcije raspodele, gustina raspodele nije nega-
tivna funkcija, to jest:
fx=0

2. Integral od gustine raspodele u beskonaénim granicama jednak je jedinici:
[fx)de=1 (2.1.11)
| Ova osobina sledi iz jednakosti F (+ o) = 1, a geometrijski oznaava da je po-
- vriina ogranifena krivom gustine i apscisnom osom jednaka jedinici.
Primer 1. Odrediti konstantu a tako da funkcija:
f(x)= axz,za(Jé'xQZ
0,zax<0ix>2

bude gustina raspodele verovatnoda. Zatim, naéi funkciju raspodele i izratunati
verovatnocu P{0 < X < 1).

ReSenje. Iz uslova (2.1.11) imamo da je:

2 : 1 3
Jatde=1 i L T
0 [ 2 dx

]
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X
Funkcija:
I 3
flx)=¢38
0,zax<0 i x>2
nije negativna, definisana je za sve vrednosti x i neprekidna svuda, izuzev u tagki
x = 2. Na taj nadin, ova funkcija moZe da predstavlja gustinu raspodele verovat-

noca slutajne promenljive X. . .
Funkcija raspodele F(x), prema formuli (2.1.10), jednaka je:

0,zax<0

22, zal0<xg2

F(x) = i:u:zdac=-'.mi,za{)<:‘:-§_2
8 8
0

l,za x>2
TraZena verovatnota jednaka je:

1
P(0<X<1)=f% 2 dx = F(1)—F(0) =%
[1]

Primer 2. Ravnomerna raspodela. Slu€ajna promenljiva X ima ravnomernu
raspodelu na intervalu (a, b), (@ < b, a i b kona¢ni brojevi), ako je njena gustina
raspodele verovatnoa jednaka:

Ozax<a
1
fl={(——, ma<s<x<b
' b—a

0,zax>"b

Funkcija raspodele jednaka je:
0,zax<a

x

F() = fl dx=""Sza<x<b
b—a b—a

a
]} Za x >b
Grafici gustine raspodele i funkeije raspydele verovatnoca dati su na slici 2.1.7
b ) F(x)
x)
1
i 1b-a
i !
a 0 b A
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Primer 3. Kofjjeva raspodela. Slu¢ajna promenljiva X ima Kosijevu ras-
podelu za — o < x < 4 w, ako je njena gustina raspodele verovatnoda jednaka:

1
(1 4 x2)
a) Konstruisati krivu gustine f(x). {:[x)
b) Izradunati verovatnoéu
P—1<X <)

ReSenje. a) Kriva gustine data je na
slici 2.1.8. b) Prema formuli (2.1.9) imamo

fx)=

da je: 2l
1 1 0 X
P(—l<X<l)= | —————dx=
(L + x2)
21
1
_.1. . Sl 2.1.8

1
= — arcig x
ki3

-1

Primer 4. Vejbulova raspodela (najéeiée karakterile vek trajanja elemenata
elektri¢nih aparata). Funkcija raspodele Vejbula jednaka je:

. .
F@y=1—e %, x20

Naéi: a) gustinu raspodele f(x):

b) vrednost xp za koju je F(xp) = p. Takva vrednost slucajne promenljive
naziva se kvantilom reda p;

c) vrednost x za koju gustina raspodele dostiZe maksimum. Takva vrednost
sludajne promenljive naziva se modom slutajne promenljive (videti tatku 2.4.1).

m _
Rezultat a) f(x) = e xMleg ', x =20
0

1
b) xp = [—xln(l — "
c) (m—l . xo)m

m

Primer 5.. Raspodela Releja (karakterife ekscentritet proizvoda). Funkcija

raspodele Releja glasi: .

F(x) = 1 —e 2

Nadi: a) gustinu raspodele f(x);

b) vrednost xo,5 za koju je F (xo,5) = 0,5. Takva vrednost slucajne promen-
ljive naziva se medijanom slucajne promenljive (kvantil reda 0,5) (videti tacku 2.4.1);

¢) vrednost x za koju gustina raspodele dostize maksimum (moda slucajne
promenljive).

5 Element! teorije verovatnoce . 65



‘Azt
i
Rezultat a) f(x) = 2q*

2Tog 2

~ L18c
loge

b) &

c) o
Primer 6. Odrediti a tako da funkcija:
0, za x<0
So(x) = %2

axhe 9, za x>0
gde je n prirodan broj (n =1,2,3,...) i ¢ pozitivna konstanta, predstavlja gu-
stinu raspodele slu¢ajne promenljive X.

Refenje. Vrednost koeficijenta a, koja, s obzirom na to da gustina raspodele
nijc negativna, mora biti pozitivan broj, odreduje se iz uslova:

B afx"__e_?_i?’dx=l

]

Ako uvedemo smenu zig: t, dobijamo:
[+3

asl fomr1
aghtl-2 2 f.': 2 etdi=1
‘ 0
1
P 1
- n—1
Gn+ 2—z'r(”;' l)
gde je

I'(R) = f k1=t gy B >0 (gama funkcija)
0
pri femu je:

L+ 1)=kTR

a za cele vrednosti n=1,2,... dobijamo:

T 1y = al; F(n+ %)=(2—"_—1-)£«/§; (n— DIl = 1.3.5...Qn—1)

n
Za n =1 dobija se raspodela Releja (primer 5):
0,za x<0
filx) = 1 —;-—:, x —:?l,
R S == A x>0
ET (1) ¢ o ¢
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Za n - 2 Jobija se raspodela Maksvela: /

0,zax<0
1 = 3 o
falx) = /3, *e 20t = 2x_e Zet za x >0
aaﬁf('z“) BN

ZADACI
1. Gustina raspodele slufajne promenljive X jednaka je:
flx)=ax?e™, k>0, 0<x<w

a) Nadi koeficijent a.
b) Naéi funkciju raspodele slufajne promenljive’ X.

¢) Izratunati verovatnoéu da se slutajna promenljiva X nade na intervalu (0.

|-
-

Rezultat
kfl

a)a=E

Rx®4+2kx +2
e e
2

B) F(o) = 1— ks

1 1 5
g PI0< X< —}|=F|—|=1—— a 0,086
) ( k ) ( k ) 2e ™
2. Kriva gustine sluajne promenljive X je poluelipsa sa poluosama a i & (slika 2.1.9).
Poznata je poluosa a. Odrediti poluo.u 4, a zatim naéi funkciju raspodele i konstruisati njen grafik.
b
Redenje. Poluosu b dobijamo iz uslova E-ia— =1, odakle je b = —2—-, pa je gustina
&a
raspodele jednaka:
O,zax<—a i x>a

fe= E Var—zx? za —a < x <a

a

‘lf[x) I

/ ]
L -
-a ) a X -a_ 0 a %
5L 2.1.9. §S1. 2.1.10.
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Funkcija raspodele glasi: X
0, za x<—a
atr

F(x) = ff(x)dx= J’;[x‘\/a!-—x2+a’msini+—1,za—aqxqa
. na a 2

-a
lzax>a

Grafik funkcije raspodele dat je na slici (2.1.10).

! 3. Funkcija f (%) je gustina raspodele sluajne promenljive X. Odrediti koeficijent 4 u
sludaju kad je:
o 0,z2ax<0
T lAaxme-B5,zax>0>0,£>0)
e+l )
Te+1)

4. Slutajno vreme stajanja radioelektronske aparature u nizu sludajeva karakterife se
gustinom raspodele:

Rezultat A4 =

Uog x—log %0
20% x>0

fcx):xs\"?:.: €

gde je M =loge =0,4343... (log — normalna raspodela verovatnoéa). Naéi:
a) modu.mpodclc za % =11c="5M,
b) funkciju raspodele.

Rezultat &) 10 ;

2
b) F(x) = VI-ZTI_S
0
5. Data je funkcija raspodele sluajne promenljive X: F(x) =¢ + & a.rctg% (—o <
< x < +4 ) (Kodijeva raspodela).
Odrediti:
a) konstante ¢ | b,

b) gustinu raspodele f(x),
c) verovatmnoéu Px < X < f).

Rezultat a) c=~1-, b =-l—
2 ™

B logx—Io
TR e Pl el ]

aT

TN e
R4S Ao praprs
1 —

6. Za koju vrednost @ je funkdja f (x)=ae—=* gustina raspodele sluajne promenljive X,
koja se menja od — o do + . ’

1
Rezultat g =——

v
- 7. Naéi medijanu (M,) i modu (M,) sluZajne promenljive X, &ja je gustina raspodele
jednaka:
ak (x — xg)a-1
= G=m) >0, a>1, n<r<®

[1 + & (x— %]’
68

Redenje. Kako je

— _,_k - 0
f'{x)=ak(x_-xu)a 1 (a4 1) (x — x0)

[1 + & (x — xa)0]?

sledi:
—
= [(a + 1)F
Medijana (M,) se dobija iz uslova:
@
S ak (x — xo)s—1 l _ I
LtkG—xyrP o 2 1+k(Me—xop
Me
odakle je: .
1\a
Ms =20 + (:) .

8. Siroka klasa krivih gustina, kako je pokazao K. Pirson, dobija se iz opiteg relenja di-
ferencijalne jednadine:
dy (x+a)y

di bt tox+d

Prema razlititim vrednostima konstanata a, b, ¢ i d, redenja ove diferencijalne jednaline pode-
liena su na 12 tipova. Gama raspodele (tatka 2.6) su Pirsonove krive III tipa, beta raspodele
(tatka 2.6) su Pirsonove krive I tipa. Normalna raspodela (tip VII) dobijaseza b=¢c=0:
(x+a)?
dy x+a 1 . pudao
= = . de: Iny=—(x+al+Inc i y=ce 2d
dx d 3 ¥ 2d (: )

9. Na rastojanju L, izmedu dva mesta, autobus prevozi putnike i staje, prema potrebi,
u proizvoljnim tafkama izmedu tih mesta. Za to vreme putnici se smenjuju: ulaze i izlaze. Gu-
stina raspodele verovatnoéa ulaska putnika u autobus, u talki x (0 < x < L), proporcionalna je
izrazu x (L — %)%, a gustina raspodele verovatnoéa izlaza putnika u taZki y, pod uslovom da se
putnik popeo u tatki x, (x <y < L), proporcionalna je izrazu (y —x)* 5 > 0.

Naéi verovatnoéu:
a) da putnik ude u autobus pre tatke z,
b) da putnik, koji je ufao u tatki x, izadc iz autobusa posle tatke z.

Redenje. 2) Gustina raspodeli: verovatnoéa ulaza putnika u tatki x jednaka je:

@_x+a
y_- d

¥i

fE=Ax({L—=x3
Iz uslova
: L
cj" fxde=1,
dobija se:
12
A= r‘

TraZena verovatnoéa je u tom shufaju jednaka:
x
12 z3
P(X<z)= S B s —wpas= 60 —8Le 4350

o .
b) Gustina raspodele verovatnoéa izlaza putnika u tatki y, pod uslovom da je putnik ufao
u tadki x, jednaka je:
g =Bly—*
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1z uslova \

L
Jegsdy =1,

dobija se:
a1
Py i
(L—xphtL
Trafena verovamodn jednakz je:
L
fr 41 : F ey Ml
e M T Ty MO SR B [t
i ) ;(L-—I“l""iu ndy = 1 (L.—:}

r



24 PARAMETRI ILI BROJNE EKARAKTERISTIKE SLU
PROMENLJIVIH . ! i R

. Ka fo emo videli u prethodnim adkoma ove glove, funkcija raspodele
ili raspodela verovamoda — za diskretnu slufsinu promenljivy, i funkeiia ruspo=
dele il gustina raspadele verovamnoda — ga peprekidau slucainw promendjive —
J}[C-!..{'i'!:a'l.'ﬁw_l'l..l:_lt‘\ﬂrpmld karakieristike tih promenljivih, Ali, u mnoogim peakmiénim
zadacima, nife neophodno okarakresizad slufajnn promenljivu potpune. Najleble

104

je dovoljnn ukazati samo na pojedine paramstre, koji do izvesnog stepena Raali-
reridu bime crie mspodels verovateda sludaine promentjive. Prirodnn se namece
probiem da se pomofu minimalnog broja parumenass ixruze bime karakieristike
sludajne promentjive, odnosno njene raspodele verovatnoda,

Najvedi pralctiéni znadaj imaju dve grupe paramelird. U prvoj grupi su
paramerri  kaji reprezenfuju  Ceniar rasturanja vrednost slufaine promendjive,

a u drugej — parametri koji mere o rastusanje oko centra rasturanjz.

241, Parametri koji reprezentuju centar rasturanja jednodimenzio-
palne sludajme promenljive: matematitko ofckivanje, medijana
i moda

Kad kafemo .prosefno se tramvajem prevozi 30 putnda®, ili ,,proseénn
na sat putem prode 200 automobila®, tada jednim Beojem repreZenfiifjem<a sve
vrednosti slufajne promenljive — u prvem primerd slucajna promenljiiva ja broj
putnika koje wamvaj prevezi, a u drugom— brof automobila keji za sat proadu po-
smatranim putem. Broj putnika u tramvaju moze bitl 1 2natno ved od 30, ali i
znatno manji; isto take, za jedan sat mole de prode posmatranim putem £natno
vite vozilz od 200, ali i znatne manje. Prosefan brej oznalava onu tatky na apscis-
noj osi oke koje su vrednost odgovarajuée sludajne promenljive rasturene, ali
fako da se u njenoj neposredno] blizini nalazi vedina vrednesti slufjne promen-
ljive, 2 #10 se vise vdaljavamo od 1o talke levo i desno, utoliko se vrednosti sludajne
promenljive rede nalaze, Zato takva tatks ima znadenje cemmra vasisranfa,

Od parametara koji representuju centar easturanje (i srednja wradnows slu-
Gjne promenljive nevelfemo: masematicks efekioanz, koje se festo paxiva i gred-
njom vrednoeidu sludajne promentjive, & zarim, medigang i wodu — vrio fodno-
stavne procene sredoje vrednosti sluujne promentjive, MNajvedl Znace) ol owih
parametara ima matematicko odekivanjel), keoje fome oznaimvati simbolom Ad (X0,
we 1l

Pre davanja definicije, uvedimo peojam muatematidiog oekivanjy =— futuai-
tivio, pomoéu primera: u igri kockom, viasnik kocke pri svakem becanju ispla-
cuje onoliko dinam kelike se talaka pojavi na gornjoj strani kocke, ali 22 svako
lbacanje trafi jednu stalnu uplaw. Postavlja se pitanje: koliko ima seeisla wplarin
dinara za wéestvovanje u igri? Kako pri bacanju kocke mofemo da dobijemo 1,
2, 3,4, 5 ili § tafaka sa verovatnolom /6, modemo 1i ralfunari da ce nam e u
duiej seriji bacanjs kocke pojavid priblidne u jednoj #estini bacanja 1 tadka, u
jednoj Sestini bacanja 2 tatke, itd.? Ako smo u tj seriji bacili kocku n puta, to de
sc u oko n/6 bacanja kocke dobiti po 1, 2,3, 4, 3ipo & taéaka, Celokupna dobir,
koju &= nam viasnik kocke isplatit, posle tih » bacanja kocke, priblizne & izoeti
dinare:

[.1 1 2...'1-73.1 .1_4_.1-__5.1;_,5.:1
[ 6 i1 f i 6

1y W ruskom: materiazifeskoe ofidanije, na engletkom: cxpectation ili mean, ma ran-
ruskom: espérance mathématique. Prema podeinom slove naziva na engleskom i francuskom
jezikwt matemetitke olekivanje so ovelo festo oeradava i simbolom E A
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Sto znaci du ze jedny bacanje kocke dobijamo priblizno:

|
TN S D .
6 6 6 6 &

Poslednji broj smo dubili tako §to smao brojeve racaka, koje-se mogu pojaviti na

gornjoj strani kocke, mnozili verovatnolima realizacija tih tacaka pri bacanju
kacke. Intuitivni smisao ovako dobijenog broja sastoji se u tome $to ¢emo, oceku-
juct da w proseku za fedno bacanje dobijemo oko 3,3 dinara, biti skloni da toliko
L uplatimo za uestvovanje u igri.

o Definicija matemacichoy ofeiivanja. Ako je X diskretna slucajna promen!jiva,
Cija je raspodela verovatnoéa jednakd:

)\,n{xl ng”xq},}EP‘:l
Pr o pz ... pa) i=t

tada je matematicko oéekivanje sluCain: promenljive X jednako:
* n

M (.\'j' =XipLdxepr ...+ xp Pn = E xg P (2.4.])

=
.‘U{D‘ je X neprekidna slufajna promenljiva, definisana gustinom raspodele
verovatnoca f(x) za — o0 < x <Z o, tada je matematicko olekivanje slutajne
promenljive X jednako:

M{X) = _}’ xf (%) dx (2.4.2)

Matemati¢ko oéekivanje ima isto znsCenje kao i centar masa u mehanicie
_ng anslogija je potpuna kada se raspodela verovatnoda interpratira kao raspodela
;cd'm:{::'-.'.: mase. Naime, ako u sluaju diskretne sluéajne promenljive X, verovat-
noce P:,_p_z_- -+« fn zamislimo kao mase vezane za tacke xy, x3, ..., X, tada se
matemnaticko ocskivanje, koje dobija znafernje teZiia sistema materijalnih tacaka,
iZracunava po formuli: ;
M{X) = uprA-xaprt .. b xnpa
_ Ptpoi..F Pa
koja s¢ poklapa sa formulom (2.4.1), jer je pr+pa+ ... +p,=1. U sluéaju
neprekidne sluéajne promenljive ulogu ,elementarne mase” imaju elementarne
verovatnoce f(x) dx.
Akv red (2.4.1) (za n — ), odnosno in:
tada matemaricko ocekivanje postoji. U supronom, matematicko olekivanje ne
postoji. Tako, za diskretnu sluéajou promenljivu X, koja uzima vrednosti 2, 2%, 23,. ..

zal (2.4.2), apsolutno konvergira,

; 1
54 verovatnocama 7 = g s Thatematicko ocekivanje ne postoji, jer red
; 2

Hod Smrain
2 i gira.

Ts

i
. Ako je V=5 (X) funkcija slutajne promenljive.X, tada je matematicko
oCekivanje sluCajne promenljive V' jednako:

y ¥ o (xs) pi — u diskretnom slucaju

=]

M(Y) = M[z(X)] = < (2.4.3)
N i @ (x)/ x)de— u neprekidnom sluaju

=
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Martemaricko ogekivanje funkcije X7 (r=1,2,3,...), u skladu s meha--
ritkom interpretacijom raspodele verovatnoca, naziva se obifnim momentom reda r
i obeleZava se sa my:

n
E %" py — u diskretnom sludaju

/ =i

e MR = < (2.4.4)

kel
LS { x"f(x)dx — u neprekidnom slucaju
—m

Matematicko otckivanje M (X) sluiajne promenljive X je obifan momenat
prvog reda:
MX)=m

Primer 1. Baca se dinar. Oznacimo sa X broj bacanja dinafa do prve pojave
grba (ukljutujudi i bacanje kad se pojavio grb). Nadéi matematicko ocekivanje slu-
cajne promenljive X.

ReSenje. Slufajna promenljiva X moZe da uzme vrednosu 1,2, 3,...,
sa verovatnocama: .

2

13 |

P(X = 1) = P({da se u prvom bacanju pojavi grb) =

P(X=2) = P(da se u prvom bacanju pojavi pismo, a u drugom grb) =

e d
2 2 22
P(X ==+ i, uopste, P(X =m) =—, m=1,2,3
s —2:’3- - 1y psie, = —2m.1 =3l -0
Sledi:
Mttt m gt oo B B L A
2 22 23 m=1 2™ 2 m=1 Zm‘l
Kako je:
RS R BT W WL T )
| —x
diferenciranjem dobijamo:
1 +2¢4+32+. .. = L
(1 — x) :
« . . 1 .
U nafem primeru je x ﬂ—z-, pa imamo:
D~ it
2 13
)
(=3)
103
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Primer 2. Neprekidna sludajna promenljiva X, s ravnomernom raspedelom
verovatnoda na intervalu {(a, &):

0,2za x<a, x>b

f=<{ 1
——,zaa<x<h
b—a
ima matematicko ocekivanje:
b — gt b
MX) = x ____d ___1._ d-:a._'_b
b—a 2 2

Medijana i moda, koje oznacavamo simbolima M, i My, takode su karakte-
ristike centra rasturanja slufsjne promenljive X. Medijana je specijalan sluéaj
pozicionih karakteristika slufajne promenljive X, koje se nazivaju kvarrilima.

Definicija 2. Ako je F(x) funkcija raspodele sludajne promenljive X, rada
se redenje jednacine:

Flxp)=p

naziva kvardlom reda p. Kvartil reda 0,5 naziva se medijanom sludajne promen-
litve X, to jest, medijana se dobija kao refenje jednacine:

F(Me) = F (x05) = P(X < M) = 0,5 (2.4.5)

Pored medijane, Cesto se koriste kvartili xo,05 1 xo,75, Koji se nazivaju prvim
i treciin kvartilom. Medijana je drugi kvartil.

Definicija 3. Ako je X diskretna slucajna promenljiva, tada jo moda njena
najverovarnija vrednost. Ako je X neprekidna slufajna promenliiva, tada se pod
modom podrazumeva ona vrednost x za koju gustina raspodele dostize maksimum.

U slucsjevima simerri¢nih raspodela u odnosu na’centar rasturanja — ma-
tematicko ocekivanje, medijana i moda se poklapaju. Pri ravnomernoj raspodeli
M (X) = M,, dok je moda neodredena.

Nave$cemo osnovne osobine matematickog oéekivanja sludajne promenljive X.

Teorema 1. Matemarticko oéekivanje konstante jednako je toj konstanti.

Dokaz. Konstantu € moZemo smatrati diskretnom sluéajnom promenlji-
vom, koja uzima samo jednu wrednost C, sa verovatnofom jedan, pa je:

M(C)y=C'1=C.
Teorema 2. Matematicko oéekivanje proizvoda slufajne promenljive i

konstante jednako je proizvodu matemati¢kog ofekivanja te sludajne promenljive

i konstanrte:
M((CX)y=CM(X) (2.4.6)

‘Dokaz. Ako slusjna promenljiva X uzima vrednosti xj, x2,..., %, sa
verovarnolama py, o, ..., Py, U tom sluéaju promenljiva CX uzima vrednosti
Cxiy Cxa, ..., Cxp, sa istim verovatnoéama. Zato je:

M(CX) = Cxip1+ Cxape+ ... L Cxnpn = CM(X)

104

Teorema 3. Matematicko olekivanje zbira sluCajnih promenljivih X i ¥
jednako je zbiru njihovih matematidkih ofekivanja:

M(X + Y) = M(X) -+ M(Y) (2.4.7)

Dokaz. Razmotrimo sIuc':aj kada su slu¢ajne promenljive X i Y diskcctne
slucajne promenljive. Ncka je poznata’ faSpOlil.]B verovatnoca dvod:mcnnomlnc
qlu;a;nc pmmeni;.\c (X.Y), 1j. verovatnole piy = P(X=x;, Y =1y, (=1,
2, .,n; J=1,2,...,m (tacka 222) Verovatnoca da sludajna promv iva
X4 Y uzme vrednost x; - 3y takode je jednaka py (tacka 2.3). Prema focmuli
(2.4.3), sledi:

n m n m
MH+YF=233HHMﬁ?aH%% wlm Enm+3wp;
i=1j=1 = i=

gde pi- 1 poy oznafavaju marginalne verovatnote P(X = x;) i P(Y = yy).
Na isti naCin se teorema 3 moZe dokazati i u neprekidnom slugaju.

Posledica 1. Matematicko ocekivanje zbira konanog broja sludajeva pro-
menljivih jednako je zbiru njihovih matematickih oéekivanja:

M(Xy+Xe+ .+ Xp) = MXD) + M(X2) + ... + M(Xy)
odnosno, na osnovu teoreme 3, imamo:
MX i+ Xo+ o+ X)) = M(X) + MG+ X4 ...+ Xa) = M(X)
SMX) F M(Xa+ Xa 4 ..+ X)) = M) + MX) +- .0+ M(XR)

Posledica 2. Matematitko ocekivanje linearne kombinacije konatnog broja
slucajnih promenljivih jednako je linearnoj kombinaciji matematickih ocekivanja
tih promenljivih:

M(CiXi 4ot CaXa)= M) 4 ...+ Co MEX)

Posledica 3. Ako slucajne promenljive X, ..., X, imaju jednaka mate-
maritka ogekivanja M (X)) = ...= M (X)) =y, tada je matemari¢ko olekivanje
aritmeucke sredine & tih slucajnih promenljivih takode jednako w:

n

Teorema 4. Matemarticko ofekivanje proizveda nezavisnih sludajnih pro-
menljivih X i ¥ jednako je proizvedu njihovih matematickih oéekivanja:

M (XY) = M (X) M(Y) (2.4.8)

Dokaz. Ako su X i V diskretae sludajne promenljive, rada sluéajna promeny
liiva XY uzima vrednosti x;y;, sa verovamnoéama py, pri Cemu je py = py. pe-
(uslov nezavisnosti), pa sledi:

n

ﬂf(XY}: 5z X{ ¥ iy =

i=1 j=1

ﬂtﬁa

Xg s 'El yipg=M({X)M(Y)
}:

Na isti nadin se teorema 4 moZe dokazati i u neprekidnom slufaju.
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Teorema 5. Matemati¢ko ocekivanje apsolutne vrednosti slutajne promen-
ljive nije manje od apsolutme vrednosil matemarickog ofckivanja fe promenljive.
to jest:

M| X| = M)

Dokaz. Ako slutajna promenljiva X uzima vrednosti xi, X2,...,¥n, s3
verovarnoéama py, pa, ..., pn, onda sludajna promenljiva |X | uzima vrednosti
lx1f, Jx2ly..., |xal, sa istim verovatnocama. Kako je:

—lxilp<Sxp < Ixilp,i=1,2,...,n
sabiraju¢i ove nejednakosti dobijamo:

—MIX|=— Z | xIp<ME) = Z xp< 5 xlp= MIX|
i=1 i= i= i

odakle se dobija tvrdenje teoreme. 5.

Teorema 6. Ako se sve vrednosti sluéajne promenljive X nalaze na inter-

-valu (a, &), tada se i matematicko ofekivanje nalazi na tom intervalu.

Dokaz. Neka je sluiajna promenljiva X neprekidna i neka je njena gustina
f(x) definisana za a << x < b, u tom sluéaju, iz nejednakosti

b b
j&af{x)dxd ] .\:f(;c)dx{aj bf(x)dx

dobijarmo: '
& W = T o J i de<h

jer je:

f it t

Ako je najmanja vrednost diskretne slucajne promenljive X jednaka x;, a najveca

“xp, tada je:

X € M(X) < xn

Raspodela verovatnoéa je simetricna u odnosu na pravu x = ¢, ako je za

svaku realnu vrednost x ispunjeno:
fle+x)=Fflc—x

Teorema 7. Ako je raspodela verovatnoca simetriéna u odnosu na pravu

x = ¢, onda je:
. M(X)y=c¢

Dokaz je jednostavan. Iz ove teoreme rezultat primera 2 neposredno sledi, bez
izracunavanja.

Teorema 8. Nejednakost Markova. Ako su vrednosti xy, xz, . . .
s uéajne promenljive X pozitivne i takve da je:

, X diskretne

xi<a(i=1,2.. ,0ix>ali=k+LE+2,...,n)
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onda je:

. MX
PX >a) < —--) (2.4.8)
o
. Dokaz. Kako su vrednosti x¢ (f =1, 2,.. ., n) sluéajne promenljive X po-
zitivne, iz uslova teoreme sledi: y
a i 2 2
’U(X)= }_._‘\:spgb % xypy > 3 of o= > Di
=] i=k+1 i=k+1 i=k+1

odakle je:
PX>a)= 3 p M)
[rd

i=h+1

i=! i=k+1

. . £ n )
Iz jednakosti X py=1— X py, sledi i nejednakost Markova u obliku:

M (x)
o

(2.4.9)

Px<o)>1—

) Definicija 4. Ako verovatnoée razliditih vrednosti sluéajne promenljive X
zavise od dogadaja Ay, tada je wslovno matematicho ofekivarye slutajne promen-
ljive X/Ax {pod uslovom da se realizovao dogadaj Ax) jednako:

M (X[ A%) = 2 x4 P(X = xde) (2.4.10)
i=1

Ako dogadaji e (k= 1,2,...,m) &ne potpun sistern dogadaja, to jest, ako je

% P(4x) =1, onda je matematitko olekivanje slufajne promenljive X jednuko;
k=1 .
M(X) =M M (X]A)] =k::4' M (X[A4e) P(Ar)
1

Primer 3. Ako je matematitko ofekivanje sluajne promenljive X jednako
M(X) = a, onda je matematicko olekivanje sludajne promenljive ¥ = X —a-
jednako nuli: 3

MY)=M(X—a)=M(X)—a=a—a=0

Kako se X = ¥ + a moZe da interpretira kao ukupna greska, vidimo da je ona
sastavljena od konstantne veliine a jednake M (X) (sistemarska greska) i ,,sludaine
greske” V, &ije je matemaricko ocekivanje jednako nuli.

Primer 4. Ako je zakon raspodele verovatnoca diskretne slucajne promen-
ljive X jednak:

Pﬂ’r’l’zp(x=x) :,(ﬂ)pz (i_P)“_I: J."-=0, 1,2,...,?1
x

(binomni zakon raspodele vercvatnoda, videti tadku 2.6), naéi matemnaticko ode-
kivanje M (X).
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Redenje
n n n ! — )
M(X)=Z% Puzp = Ex(n)f(b—mmxz B g U—pls
=0 =0 \x =1 x! (n— x)!
o HAA e g e (1 —orh
=1 (x— D! (n— %! =t (x—l{n—x)!
Ako stavimo x— 1 =y, dobijamo:
n—1 2 1 — Al
M) = np T Qo Dipr—p)
=0 yl(n—1—p)!

Primer 5. Ako je zakon raspodele verovatnoca diskretne slucajne promen-
fjive X jednax

=np[p+(1—p)"" =np

To—h

Ppz=P(X=x)= g weemm 05 L Bawaa

X!

(Puasonov zakon raspodele verovatnoda, videti tatku 2.6), nadéi matemaricko oce-
kivanje M (X).

_Redenje
@ T g—A LS £ —A ] -1
MEX) =32 =8 T8 et —— =2t =2
=0 x! =t (x — 1)! =t (x—1)!

Primer 6. Ako je gustina raspodele verovatnoca neprekidne slucajne pro-
menljive X jednaka:
1 1 fx—tN\2
f{x)——* "'_..;._'—é_ 2-(0 ).-——.’_Q{x{w

g VIr

(normalna raspodela verovatnoca, videti talku 2.6), naci matematitko oceki-
vanje M (X).

Resenje
: _LEmmy
MX) = — - xe I\ & ) dx
G Ve
Ako sravimo
x—
= [,
(=2
sledi:
=3 -
e
M'(X)=f - (6r+we T d=
_J )
o |
a J- et g [ i 2
= re I oal+ 2_
4;'3: J ‘V{?_? dr
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Kako je prvi integral jednak nuli, a drugi — jedinici, imamo:
M(X) == u.

Primer 7. Dva lica su se dogovorila da se na odredenom mestu susretnu
izmedu 0 i 1 Gasa. Moment njihovih nailazaka su nezavisni i ravnomerno raspo-
redeni na intervalu (0, 1). Naéi srednje vreme M (T) Zekanja do susreta.

Resenje. Kako su momenti nailazaka X i Y nezavisni i ravnomerno raspo-
redent na intervalu (0, 1), w0 je slutajna promenljiva (X, ¥) ravnomerno ras-
poredena unutar kvadrata strane 1:

fmm={

LLza0<x<1,0<y <1

0, Za ostale vrednosti x iy

Vreme &ekanja T = |X — Y|, prema formuli {2.4.3), ima matemaricko oceki-
J p

vanje jednako:
11

M(T) :of{ | x—y|-1-dedy=

1 = 1 |
=fdx [(x—y) d.v + fdx f(y——x) d}’ = ‘;"
0 o 0 =

Treba reéi da je verovatnoéa susreta, ako prvo lice ceka odredeno vreme jednako
M (T), posle Cega odlazi, jednaka:
1 <
P( T —) -
3 9

Primer 8. U krugu polupreénika 1 bira se tacka A na sludajan nacin i kroz
nju se, u proizvoljnom pravcu, povlali tetiva BC (slika 2.4.1). Nadi srednju du-
#inu tetive BC,

Resenje. Izrazimo duZinu L tetive BC pomodu rastojanja R tacke A od
centra kruga i ugla @ = ¢ AOC: -
L=2VI—H =2V]—Rsint®
Kako je atka A na slulajan nadin izabrana unurar kruga, rastojanje R 1ima
ravnomernu raspodelu definisanu gustinom:

2r,za 0<r<1

r () ={""

d {0, zar>1
Zbog simetrije, ugao < moZemo sma-
trati sluéajnom promenijivom, koja ima’
ravnomernuraspodelu naintervalu (0, _ﬂ.),
2

definisanu gustinom:

2
—;,Z&O<Q{.

ta] A

fol@) =

0, za ostale vrednosti o
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Primer 10. Marematicko oéekivanje i izbor akcije. Pretpostavimo da fabrika
treba da odluéi o duzini y izvesnog materijala koji se proizvodi prema sledeéoj
informaciji: potraznja duzine X ravnomerno je rasporedena na intervalu (a, b)

Prema uslovn zadatka, R i & su nezavisne sluCajne promenliive, pa je matema-
titko ofekivanje duzine tetive M (L), prema formuli {2.4.3), jednako:

il 1 za svaku prodatu jedinicu duZine postize se profit od m dinara, a za svaku ne-
2 ! 2 prodatu jedinicu duZine gubitak iznosi » dinara. Jedina moguéna strategija je
ML) = qu, f 2 Vi‘m—rg—sﬁf? B U da se nade oekivani profit i da se maksimizira u odnosu na y- Ako je profit P(X),
™ . onda je: ’
¢ 0 : ) & b
; i 1
x M [P(X)J:f PG £6)dx = —— [ (o) as
I 4 - da
o B ;..T_C.(ls_‘?d? i 1,70. a o
kT sin?g In i
¢ Oblik funkcije profita P (X) zavisi od vrednosti y. U tom slucaju:
Primer 9. Slutajna tacka (X, Y, Z) je ravnomerno rasporedena unutar ) i — ko je X =y, onda je P(X) =my
lopte polupreénika a. Na¢i matemarigko o&ekivanje rastojanja tatke od centra ‘mpte' — ako je X {y, ond je P(X) = mX —n(y—X) =(m +.n) X — Ay
Resenje. Ako je koordinatni poderak u centru lopte, zudata!c_ se svodi na )
odredivanje matematickog olekivanja siudajne promenljive R = VX2 + Y2 + Z2, Specijalno, ako je y < a, onda je uvek X > a >y, a matematitko olekivanje:
tj. funkcije trodimenzionalne sludajne promenljive (X, Y, 2Z), koja je ravnomerno . 5
rasporedena unutar lopte i definisana tinom: ' 1
poredena P gustinom M{P(X)]:b fmydxmmy
—a
s Za x? 432 4 2% < g2 a

flxy,2)= i ™ a’ raste sve do ¥ = a.
3

0, za 2% + 92 + 22 > g2 ' Ako je ¥ = b, onda je uvek X < b <y, a matemaricko ocekivanje:
| : 5 _
Prema formuli (2.4.3), imamo: : ) M[P(X)] == b_.lq.._f{{m +njx—nyldx = —1— (m -+ n) (b -+ a) —ny
MR =[[[ V& + 3 £ (x,y,2) dedy dz —a 3
a opada do y = b.
gde € ozna¢ava unutra$njost lopte. Prelazom na sferne koordinate, imamo: : _ Kada je a <y < b, onda je:
n ™ a ) ¥ &
M=~ o | supaef wivw=2 s MIP ()] = ——-—[fP(x)dx —}—fP(x)dx] ~
4w ad 4 | b—a
9 o 0 . E a oy
¥ 5
Interesantno je uporediti ovaj rezultat s maremaridkim ofekivanjem rasto- ! _ 1 e 5
janja tatke proizvoljno izabrane unutar kruga, od centra kruga: e m +n) x—myl dx 4 [my dx} =
; . _ F
.._.'l a 1 -
M(R):-—]--- df r-r-dr=-2—a 5 =———[m+ny2—2(na + mb)y + (m + n) a
ma? : 3 ' 2{(a—8)
B 0 _

| U ovom sludaju, matematitko oekivanje dostie maksimum za:.
UopStavajudi ova dva rezultata na loptu u n-dimenzionalnom prostoru, dobijamo; ’

_na 4 mb
M(R) = 11-3 , ‘ _ m+n
n

tj., ove je du#ina y koja daj i stednj fita M [P (X)].
Kada n -+ oo, tada M(R)->a. j., ovo je y koja daje maksimum srednjeg profita M[P(X)]
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Primer 11. Matemaricki model odredivanja opuimalne rezerve teretnih
vagona Zeleznitkog transpormnog preduzecal) Pretpostavimo da Zeleznicko rtrans-
portao preduzeée raspolaze sa2 v teretnih vagona. Obelezimo sa x broj vagona koji
ne ufestvuju u dnevnom obrru. Promenljiva X je slucajna promenljiva. Neka je
nje - zakon raspodele verovatnoca p (x). Pretpostavimo, dalje, da su proseéni dnevni
trofkovi odriavanja vagona (amortizacija, vuéa, opravke i drugo) jednaki 4, a
prosadni daevni gubici po jednom vagonu, koji Zeleznicko transportno preduzede
fe 1107e da stavi na raspolaganje potraziocy, jednaki 2. U tom slulaju, ocekivani
dnevni troSkovi Zeleznifkog transporrnog preduzeca jednaki su:

o

T =n%@—0p@+n_ 3 (=) 6

=u+l

Odredimo o tako da srednji dnevni treskovi T (v) dostignu minimum. Broj va-
con: ¢ obezbeduje minimum funkcije T (v}, ako su zadovoljene nejednakosti:

TE<T@+1) i TR<Te—I1) (2)

Formirajmo izraze za T(x +1) i T(v—1):

vl ]
Te+DD=a L @+l—xpx 4+ Z (x—o—1)p)
x=0 2

ili
T+ D=n }Eo(ﬂ'i- l—p@)+alw+1—@+Dp@+ 1)+
+5 X (x—ov—Dp@—n@+1—v—1p+1)

o+l -

ili

Ploi: =ity flo('a—-—x)p(x)—i—n ﬁup(x)Jrcg x G—o)p@—r X 2
== = =v+ r=o+

Kako je

Zp@)=Zp)— Z px)=1— % p(x),
=0+l =0 =0 =0
prema formuli (1), imamo:

Te+D=TE+@+m) 5 p@—n ®
Na slitan nacin dobijamo i:

Tw—1) = T(®)—(u + &) _En P+ (uti)p(@)+o (4)

Zamenom vrednosti za T (v + 1) i T (v — 1), iz formula (3) i (4), u nejednakosti
(2) dobijamo:
Tw) <T@+ (a+n £ pl—in
=0 )

) Prema &lanku autora u Zfasopisu Zeleznice, 3, 1964, st 16—17.
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v—1
TW<T@—(+n Z p+@tepl)+o
x=0

ili
i3 I . &
Sp(>——— i Ep < —
=0 n i x=0 4+ L2
Sledi:
U:l I b [
Zp<—"—< I () )
x=0 o+ #=0

Praktiéno, za ovaj model je potrebno formirati raspodelu verovatnoéa p (x) broja
vagona x koji ne ucestvuju u dnevnom obrru. Za date vrednosti #1 1 12, broj rezervaih
vagona x Zeleznickog transportnog preduzeda, koji obezbeduje minimalne proselne
troskove, odreduje se iz uslova (5).

ZADACI

1. Ako sludajra promenljiva X zadovoljava nejednakost X <= g, dokazati da je M (X)) < g
Uputstvo. Sabirajuli nejednakost: .
X < oape i=12_..,n
dobija se M{X} << o,

Na isti natin, iz uslova X > a, sledi M(X) > a.

2. Diokazati da je riatemati®ko olekivanje broja realizacija dogadaja A4, u jednom cksperi-
mentu, jednako verovatnodi proalizacije dogadaja A.

ReSenje. Uvedimo slufajnu promenljivu X koja oznalava broj realizacija dogadaja 4
Ona uzima vrednosti 1 i 0, sa verovatnotama p i g = | — p. Sledi:
MX)=1-p +0-g=p
3. Koliki ukupan zbir tafaka meie da se ofekuje kada se ispravna kocka baci 20 puta
Rezultat 70
4, Na& matematitko olekivanje slufajne promenljive .¥ koja je definisana gustinem:
i xeT,zax>0
flx) =
0,zax<D

Rezultat

@m

M) = [xtesde =2
1]

5. Madi matematicko ofekivanje i medijanu slufajne promenijive X koja je definisana
gustinom:
Ae™F, za x>0

0, za <0

f(x)={

(eksponencijalna raspodela sa ,parametrom A > 0). Da L je u ovom primeru ofigledno
M, < MX2
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Rezultat
M, = %, MX) = :—
6. Neprekidna sluajna promenljiva X je definisana gustinom:
1
(=) S llaa B =W <x<
{Kodijeva raspodela). Pokazat da ova raspodela nema matematitko odekivanje, ali ima medijanu
7. Slutajna promenljiva X je definisana gustinom:

2cos 2x, za 0~:x<-;j
fix) =

0,zax€0,x>£
4

MNadi: a) modu, b} medijanu sludsjne promenljive X,
Refenje. a) Funkeija f{x) = 2 cos 2x nema maksimuma na intervalu (0, 1;'), pa, znadi,
mnda ne postoji; b) Medijanu M, odredujemo iz uslova (2.4.5):
PIX<M)=05 ili PO<X<M)=0,5
ili
M,
2 | cos 2x dx = sin 2M, =
0

9]

odakle je:

12

8. Naéi matematitko olekivanje slededih diskretnih raspodela verovatnoéa:
3T T .

a) P(X =x)

I
v
pH
I
e
i
o

1 z-1
b) P(X =x) = () , x=1,2,3...

2
3
3
c) P(Xﬁx)n( )(
S S

Rezultat

5 5
T35 b)), d)—
a) 130 513

9. Nadi matematicko odekivanje M {X) neprekidne sluajne promenijive X definisane
gustinom  raspodele  verovatnoda:

) flx)=2x, 0<x <1

b)f(x)"'—‘:,"—'—*, 0<x<l
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) =bx{l—ax) < x <l % S

dy f(x) = x2e~f, D==x <

'.w|--

DfH ==, I<x<w

f) flx) = 1—-|]-—x[,0~.t1-.2
&) £0) = LOEE=t e=1 T (), 0Cx< o
fn Lm— 1M 1l —x)mt

h) f(x) = (n-—l"’rr-—!.}!"—, O<x<l1

Rezultat a)

| e

By =, ) =, d) 3 i, ) 1,8 = h) ———
sb) Tk o )3, €) ne postosi; ) L g) )

10. Slufajna promenljiva X ima funkciju raspodele:

0, za x <0
1l—cosx

F(x) = —2—-—,2.:0<x<11
l,zax>=
Naéi matematicko oZekivanje M (X), medijanu M. i modu Mo.
Rezultat MW = M. =M, = "Z"
1. Slufsjna promeniiva X ima gusting raspodele verovatnofa:
0 zax<D

Jix) =9§ xne=

,2ax =0
n!

Maéi matematitko ofekivanje.

Relenje

I f'n‘i-")
n!

o 1
M) = [ xf@Hdx= J’x"— erdx =
L1}

=~}
Jer je gama funkcija definisana integralom: T (n} r—-g xn-le-T dx,

Kako je
Ti)=(mn—1)!
dobijamo
Tin+={n+1!

i

+ 1)l

MX) = -(i—)— =n+1

ni

a.
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12. Sludajna promentiiva X je definisana gustinom:
—sinx, za0<x<rw
fi=y =42 ’
O, zax<0ix>~w

Nadi matematicko olekivanje funkcije ¥V =@ (X) = X2

Rezultat. Prema formuli (2.4.3) imamo:

r2—4

1 ™
M(XY) =— [ x¥sinwdc=
2 5 2

13. Proizvodi se izvlale na slufajan nadin iz kutije i téstiraju jedan po jedan. Ako kutija
sadr?i tei defekena proizvoda i § ispravnih, u tom sluaju:

a) pokazati da je verovatnoéa da se sa r testova nadu svi defektni proizvoedi jednaka:
1
P{) = -l-il_(r_l)(r_ZJ, IS r<8

b} izratunati matematicko olekivanje broja testiranja potrebnog da se otkriju svi defekini
proizvedi. :
Rezultat b) 6,75

14, Slufajne promenljive X 1 Y imaju istu eksponencijalnu raspodelu verovatnoa sa
paramelrom:

r

oy I hetx, zax>0 Le=ry,zay >0

Fix) =4 = '
ID,zax-»:O 0 {O,myal)

i r{u?tine raspodela slufajnih promenljivih U =28 V=X + Y i sithova matematifka

Resenje. Gustine raspodela sludajnih promenljivih I i V' jednake su:

A M o

= o T >
_f]_(ﬁ): 2 [ 2 Za u

0, za u =<0

A
(eksponencija].na raspodela sa parametrom ‘5),
\

T

fwy={"

Mg Al g 5207y zav >0
0, zav=<0
(gama raspodela sa parametrom X i 7 =2 (talka 2.6). Matematitka ocekivanja slufajnih pro-

menljivih & i ¥ medu sobom su jednaka:

MLy =M{)=2M(X) = -)2:

5 Ako_ .3_C iY imau Tavaomerne raspodele na intervalu {0, 1), naéi gustine raspodela verovat-
n'ji"\?l}lgjmh promenljivih U = 2X | ¥V = X 4+ V¥, a, zaum, pokazati da je M(U) = M (V) =
SOMOX) = L.
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15. Ako X ima 1 vnomernu raspodelu na intervalu (0, 1), naci:
a) M (—InXN, a, takode, { gustinu raspodele slucajne promenljive ¥ = —In X 1 po-
madu nje MY
hy Afexy, a, takede, i gustinu raspodele verovatnofa siudajne promenljive ¥ = 2x |
bl e, 4, p P
pomace nje M (¥

Rezultat a) 1, b) e—1

16. Aka je  lim xF() =01 lim [x{1—F(]} =0, onda je:
xX-+ W

X —
m 0

MX)= | [l —F(xlds— | Fix)dx
0 —

Dokazati.
Uputstve. Kako je

] 0 =]
M) = [ xferde= [ xf()de+ [ xf(x)dy,
—m -3 1]
u prvom integralu zamenimo f(x) sa F'(x), a u drugom sa {—[1— F (x)} |, pa izvisimo inte-
graciju parcijalne.

2.42. Parametri koji mere rasturanje vrednosti jednodimenzionalne
sluéajne promenljive oko centra rasturanja: srednje apsolutno
odstupanje, disperzija i standardno odstupanje

Kyo 5to smo videli, martemari¢ko oCekivanje, medijana ili moda karakierisu
centar rasturanja, 2 samo rastiranje vrednosti siucajne promenijive cka centra
rasturanja moze se izmeriti na vise nadina.

Najjednosravnija mera rasturanja vrednosti sluéajne promeuljive oko centra
rasturanja jeste srednje apsolutrio odstupanje, koje ¢emo obeleziti sa 0.

Definicija 1. Srednjim apsolutmim odstupanjem slucajne promenljive X
u odnosu na broj a nazivamo martemaricko ofekivanje apsolutnog odstupanja
|x—al, to jest:

"
¥ | xj—alpi — u diskretnom slucaju
//.':l
bp=M|X—al|= 2.4.11
z i I < _ ( )
N @ : 5
f| x—alf(x)dc — u neprekidnom slucaju
Najcesée s razmatra srednje apsolutno odstupanje u odnosu na medijanu
“(a = M) ili u odnosu na matemaricko ofekivanje [a = M (X)]. Logicno je po-
staviti pitanje za koju vrednost a srednje apsolutno odstupanje 8 dostize minimum.
Lako je pokazati da se minimum srednjeg apsolutnog edstupanja dobija za a = M..
Ova osobina srednjeg apsolutnog odstupanja proizlazi iz sledee teoreme.

Teorema 1. Za proizvoljnu vrednost a zadovoljena je nejednakost:

MIX—M|<M|X—al
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Dokaz. Tvrdenje teoreme neposredno proiziuat iz sledee jednakosti:

MIX— M| 42 | (a—x)f(x)dx, ako je a > M,
M| X—a] == ““W
: MIX—M) +2 [ (x—a)f(x)dx, ako je a < M,

jer su drugi sabirci u oba sluéaja pozitivni za a 5= M..
Ipak, najve¢i teorijski i prakeiCni znacaj ima druga mera rasturanja, poznata
pod nuazivom disperzijat), a obelezava se sa D (X)) ili o

Definicija 2. Disperzijom slufajne promenliive X naziva se matemaricko
ofekivanje kvadrata odstupanja sluCajne promenljive X od M (X):

o I [xi—M(X P pi—u diskretnom
i=1 slucaju
D(X) = o2 = M[X—MUOP = < (2.4.12)

N Tl MOOP A — u nepre-
== kidnom
slucaju
Pozitivan kvadratni koren iz disperzije:
o: = VD(X)

naziva se standardnim odstugenjem i predstavlja meru rasturanja vrednosti slutajne
promenljive X oko matemati¢kog otekivanja, izraZenu istim jedinicama kojimz su
izrazene i vrednosti slucajne promenljive.

Kao i maremaritko ocekivanje tako je i standurino odstupanje izraZeno
istim jedinicamu kao i vrednosti slu¢ajne promenljive. Medurim, da bi se rasmu-
ranje razli¢itih raspodela moglo da uporeduje, uvedena je relativna mera rastu-
ranja, poznata pod nazivom koeficijen: varjacije:

Ry = = = 2 100%
L ¢
Kako su ¢ i w = M (X) izraZeni istomn jedinicom, to je njihov odnos, tj. koeficijent
varijacije, nulte dimenzije.

Kad se, uopite, posmatra matematitko ofekivanje kvadrata odstupanja
X — a, logitno je postaviti plranje u kom sluaju ono dostie minimum? Odgovor
na ovo pitanje daje sledeca teorsma.

Teorema 2. Za proizvoljnu vrednost a ispunjeno je:

MX—M(X)]P < M(X—a)?
Dokaz.
MK —af = M[X—MX)+ MX)—al =
=MX—MX)P +2MX— M) M(X)—a] + M[M(X)—a]
1} Na ruskom: dispersija, na engleskom i francuskom: variance. Prema nazivu na engle-

skom i francuskom jeziku koristi 5= i oznaka V (X), a : literaturi, na nafem jeziku, korist se i
naziv: varijansa,
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Kako je M(X)—a konsiunta, a M [X — A({X]] = 0, dobijamu j;;]nakus::
. MX—af=M[X—MX)P+ MEX)—af

iz koje neposredno sledi tvrdenje teoreme.

Kad je disperzija mala, onda je, u slucaju diskretne slucajne promenijive X,
svaki sabirak u formuli (2.4.12), takode, mali. Vrednostima x;, koje leze dalcko od
M (X), moraju odgovarati male verovatnode, tj. velika odsmpam_a s!t_téa;ne_ ‘pmr.?_ew
ljive X od M (X) imaju malu Sansu da se pojave. Obratno, ako je disperziju vc.:_ku‘
sve vrednosti x: ne leze blizu matematiCkog ocekivanja. Za neprekidnu slufajnu
promenljivu zakljucci su sliai.

Primer 1. Sludajna promenljiva X oznacava broj glava pri bacanju jednog
dinara, to jest, raspodela verovamoca siufajne promenljive X glasi:

0 1
X=1¢1 1
2 2

Matemaricko ocekivanje slufajne promenljive X jednako je:

M) =05 12 ==

1y 1 1A
e i R (e
D(X) (0 2) . +( 2)

" a disperzija:

L
4

ta | —

Primer 2. Ravnomerna raspodela (primer 2, tacka 2.4.1) ima matemaritko

+ & . - S
otekivanje jedniio M(X) = fl—zm. Prema formuli (2.4.12), disperzija je jednaka:

b
TR (b — ap
FNN — i s dv =

DI ,“r 2 )b——a 8 12

a3
Specijalne, sluéajne promenljive X1 i Xp definisane gustinama:

I
—,za—1l <22
i fox)=1{3"

0,zax<<—1,x>2

l, za 0ssx <1

i

ﬁms{

0, za x<0, x>1

. 1 e .. 1y _
imaju isto matemaricko ocekivanje (—2-) , ali je disperzija prve raspodele I\ 5 | n0go
g
3
manja nego druge (:)
Tz praktiénih razloga formula (2.4.12) moze imati i drugi oblik. Kako je:
[X —M((X)) = X2—2X M(X) + M¥X)
119



Primec 3, Standardizovana slucana promenijiva ili normiranc - odstupanje
slucajne promenljive X jeste odnos:

Matematicko oekivanje sluéajne promenljive 7 jednako je nuli:

1 s
M(T) = Lo X—MX)] = —[MX)—M(X)] =0

Gr Oz
a disperzija — jedinici:
- X—M(X) DIX—MX)]  DX)+D[M(XY] _
D(T) = D[ -J = . s -
Oz G-z z
-
= ik 1
023:

Teorema 6. Nejednakos: Cebifeva. Ako sludajna promenljiva X ima Kona¢nu
disperziju, onda je:

< =l DEX .
P{X—M{X) =z = —(2—) (2.4.18)
gde je e proizvoljan pozitivan broj.
Dokaz. Pretrpostavimo da je X neprekidna slutajna promenljiva sa Justi-
nom raspodele verovamoda f{x). U tom sludaju je:

PUX—M(X)| 25 =1-—-P(X—MX)I <o) =
=1 —P—e=X—MX) <) =

1= PIM(X)— e <X SM(X) + 2] =
L] C Mlxd4e
= [fde— [ f¥dx=
— Mx)—¢
Mix) - o
= | f(xdc+ Jofx)dx (a)
—m Mx)+E

Qcigledno je, prema gran:-cama‘ integrala, ispunjeno:

: R M) L X e MK e
. X—MX)ZL—e | X—MX)=¢
ili

IX—MX) > 2
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X —MER ®)

Iz relacija (2} 1 (b) sledi:

Mx)—2 m
PUX—ME <= | 1/@d+ | 1/@dr<

M(x}+e
Mxl—g g @ :
r— A X2 — 2 .
< f Ax- i;.E—f] CF) dx - _{.’f__wﬂx} dx <
- B M) +e %

&l f fo— MR G die = 25D
2 &2

5to je trebalo i dokazari.

1z nejednakosti (2.4.16) neposredno sledi i nejednakost:
D(X)

=2

PUIX—MX) <) > 1— (2417)

Primer 4. Data j» slufajna promenljiva X, sa matematickim ocekivanjem
M (X)) = u i disperzijom D (X) = ¢%. Oceniti verovatnocu da slu¢ajna promenljiva
X ne odstupa od svog matematickog oéekivanja manje od 3e.

ReSenje. Stavljaju¢i u nejednakost Cebiseva (2.4.16) = 35 dobijamo:

PIX —yl > 36) < Mz it :..!

' 92 962 9

Napomenini: da nejednakost Cebifeva daje samo gornju granicu verovat-
nofe datog odstupanja. U vedini studajeva u pruksi, verovarnoéa da slucajna pro-
menljiva izade van granica intervala (u — 3o, @ -+ 36) znato je manja od Y 1
na primer, za normalnu rassndely (tacka 2.6) ta verovatnoda je priblizno jednaka
0.003. Ako zakon raspodele sludajne promenljive nije poznat, a poznati su samo
i, u tom sludaju se intecval (u — 3a, ¢ + 3o) smatra intervalom prakticno
moguénih vrednosti sluéajne promenljive X (pravilo tri sigme).

fako je, kao 3to vidimo, procena koju nam daje nejednakost Cebiseva dosta
gruba, vna se Cesto primenjuje u praksi zbog svoje jednostavnosti i nezavisnosti
od zakona raspodele verovatnoéa,.

Primer 5. Ako u formuli (2.4.15) funkciju 9 (x) razvijemo u Tajlorov red
drugog stepena oko marematickog o¢ekivanju M (X) = p:

— 2
9 () =9 () Hr— o'l + %—,ﬁ@“\m +R
gde je ostatak R jednak:

—_— 3
R:—(ic—;-&g—-_:”'[‘u—:-ﬁfx—pﬂ, 0<b<l
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formula (2412} posuje:

DY) = M[X— (X)) = M (X2 — 2MAX) L+ M2(X) =
= M(&?) — M2(X) = my — m? (2.4.13)
gde je m: = M (X?) drugi obian momenat, a my — M (X).
Kako je disperzija nenegativna, to iz poslednje formule dobijamo nejednakost:
MX) = | «f(x)dx = M2(X) =[ J xf(®) dx]'

koja predstavlja specijulan slucaj poznate nejednakosti Bunjakovskog-Kosija,

Kao i u slucaju matematickog ofekivanja, disperzija ne postoji za sve slucajne
promenljive. Tako, Kodijeva raspodela (primer 3, tacka 2. 1.2) nema konacnu
disperziju. -

. :'\-I_ehagitk?, fonm‘l_l_a (2.4.12) predstavija centralni momenat drugog reda,
bou !1‘}::1‘1;4.:1113}({;] analogiji disperzija je momenat inercije u odnosu na rezite odgo-
vargjuce raspodele mase verovatnoda.

Uopste, centralni momenat r-tog reda definife se formulom:
n .
Z fxi — M(X)) pi — u diskretnom sluéaju
i=1
br = M (X — M (X} < (2.4.14)
N\ [ [x — M(X)]r f (x) dx — u neprekidnom

slucaju

Iz {fn'm"d.flf: (2.4.14), za r = 1, 2, 3, 4 dobijamo centralne momente izrafene po-
mocu obiénih momenata:

El] = 0

pz = mz—m® (formula (2.4.13))

Uy = my — 3oty - 2mg?

s == g = dmg L B o — gyt

Ako je V =0 (X) funkcija sludajne promenljive X, onda je centralni mo-

menat r-tog reda slucajne promenljive ¥V jednak:

/‘E [ (x1) —M [o (X)])7 p: — u diskretnom
=1 sludaju
wr(¥) = M 3 (X) — M [z (X)]}r = <

N Tlo () — M [ (X018 dx —u nepre-
~m kidnom
sluaju
Disperzija slufajne promenljive V jednaka je:
DY) =p(V) = Mlp(X)— MR =M [2(0] — M [o(X)]  (24.15)
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Dademo osnovne osobine disperzije:
Teorema 3. Disperzija konstante jednazka je nuli.
Dokaz. Kako je M (C) = C, imamo:
D(C)=M[C—M(OP =M(C—CP=M(O)=0"
Teorcma 4. Ako je C konstanta, onda je:
DICX)y= CtD(X)
Dokaz. Kako je M{CX) = CM{X), imamo:
D(CX)= M[CX— M CX)]P = M[CX— CM(X)]® =
=CM[X —M(X)] = C?D{(X)
Teorema 5. Disperzija zbira nezavisnih slu€ajnih promenljivih X i Y jed-
naka je zbiru njihovih disperzija:
DX +Y)=D(X)+ D(Y)

Dokaz.
DX +YV)=M[EX+Y—MX+ V)=

=M{[X—MX)]+ [Y—MD))2 =
=D(X)+ D(Y) + 2M{ [X — M (X)) [Y — M ()]}

Kake su X 1 ¥ nezavisne slucajne promenljive, nezavisne su i slucajne promenljive
X—MX)i Y—M(Y), pa je: '
M{[X—M X)) [Y— MY =
=MX—MEM[Y— M(Y)]| =

Posledica 1. Disperzija zbira proizvoljnog broja nezavisnih sluéajnih pro-
menljivih jednaka je zbiru njihovih disperzija:
DX +Xe+ ...+ X)=D(X1) +D(X2)+ ... 4 D(Xn)
Posledica 2. Ako nezavisne sluajne promenljive X, X, ..., Xy imaju
istu disperziju, jednaku 2%, onda je disperzija aritmericke sredine jednaka:

D{X)= il =

- 4'—1,—.35.'- .--":_—’Y:;\ Izr
—D (j}_. Xt ) g
n .on

Posledica 3. Disperzija razlike dveju nezavisnih sludajnih promenljivih
X i Y jednaka je zbiru njihovih disperzija:
D(X—¥)= D(X) + D(Y)

Dokaz. Prema teoremama 2 1 3 imamo:
DX—=YV)=DX+(—DY]=D(X)+D[(—NY]=
=DE)+(—12D(Y)=D(X)+D(Y)
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i, ako ovaj ostatak zanemarimo, onda je:

M5 (0] ~ f{»-»q—-rx—uw () + ET o 1 ) o

g
~o () + T M
~o () + ‘*’—;f*’ D (X) M

Otigledno se moZe za M [p (X)] priblizno uzeri ¢ (p). Dalje je:
Do (X)] = Mg (X)— M [p (X)]?

Ako uzmemo o (x) ~ 5 (W) + o {w) (x — u), dobijamo:
DRI~ | (oW E—wr (ds= [@EDX) ®)

Tako, na primer, ako X ima eksponencijainu raspodelu sa parametrom A
{f(x) =2re?, x>0] i, ako je ¥V =sin X, onda je, prema formuli (1}:

M(Y) 2 sin - sin - 5
A 232 ).
a prema formuli (2):
] , 1
D(Y) a2 —=cos? —
32 A

Primer 8. Ako diskretna sludajna promenljiva A ima binomnu raspodelu
verovatnoéa:

p(x=x)=P,.,M:(”)pr(l_pjw,x=o,i,z,...,n
X

matemaritko oéekivanje (primer 4, tadka 2.4.1) jednako je M (X) = np, a za iz-
rafunavanje disperzije D (X iskoristimo obrazac (2.4.13):
D(X) = M(X2) — M2(X) = M (X?) — n? p?
Kako je:
MEY)=MXH)—MX)+- MX)=M(X2—X)+np=
=M[X(X—D]+np
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najpre nadimo M [X (X —1)]. Prema definiciji matematickog oekivanja funkcije
sluéajne promenljive (formula 2.4.3), imamo:

MX(X—1)]= X x(x—-l)( )p:{{-—-;:)“—rz

X

n nt
= 3 e e W o (1 —p)h—=% =
=2 # x! (n— x)! a )

2 (n—2)!
= — ey N
o= RE 2 (x—2) ! (1—2)!

Pt (1~ pyrs
Stavimo x—2 =y. Sledi:

n=2 g
MEE =Dl == p 2 (" i — ey =
y v

¥y=0
=n(r— 1 [p + (L — P2 = i pt — mp?
Sada je:
DX)=M{X)—n?p? = M[X(X— )] +np—np? =

= %2 —np? + np — n®p% = np (1 — p) = npg.

Primer 7. Diskretna slu¢ajna promenljiva X ima geometrijsku raspodelu
definisanu zakonom raspodele verovatnoda:

P(X:.:x) ;qz"lp, x = ;,2,3,.-.
U primeru 1. tacke 2.4.1. pokazali smo (u specijalnom sluéaju) da je:

L 1
M{X)= Z xg¢g=lp=—

x=]

Nadimo D(X) = M (X?) — MY X) = M (X?) — }; Radi toga, izradunajmo
b2

najpre:

M) = ERgip= TRl —g)= T2gi— I 2¢F =
=1 =t xa=t

x==l

= E(x—rﬂza’" % W¥gT=1+ Z (x+ 1)2g°— Ex*qz--

H 1 x=
’ =1+ 2..(\~—1—2~c I-l—-—-r)g”—-I—L-Z_.xq“—Fquu
x==1 x=1
-—1—!——~Exq3'1p . .
P =1 }—g
:lr____l_+_q_:p~+24+pq
P p P P
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a4 odavde je:

Pr20tpg 1 l—p a4
e ® P P

318,

Primer 8. Ako neprekidna slutajna promenljiva X ima eksponencijalnu
raspodelu definisanu gustinom raspodele:

Ae ™, za x >0
f) = ’
) 0,zax <0
Naéi D (X).
Resenje. U zadatku 5. tacke 2.4.1. pokazali smo da je M(X) = -;— 0d-

redimo M (X%):

- b ]
MXY) = [@reTdy=lim [—a2e ] +2 | xe™dy=
0 b ] 1]
1 2
=y f L VOV § iy (T N
* A NoOA »
0
Sledi:
D) = M) — MR i L
oz R

Primer 9. Neprekidna slucajna promenljiva X ima normalnu raspodelu
definisanu gustinom:

1 _ Ge—up
€ 203 | — o0 < X < O

flx) =

oV 2z
Naéi D(X). .

Resenje. U primeru 6. tatke 2.4.1. pokazali smo da je M{X) = p. U ovom
sludaju disperziju je pogodnije izratunati neposredno:

L .
I fx—p

D(X) = M[X—MOP = M(X — ) = f%aii_fe-i =

¥ dobijamo:
(=]

2 A x
Uvodenjem smene ¢ =

- £ e > t s
D(X)=¢d? T2 de e —.te 2 dt
¢ f v1211:g f Vi .
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Integrifuéi parcijalno, imamo:

r -
D{X)=1¢* lim [-——I.-__c
bom V2r
- i
Kako je prvi izraz jednak nuli, a ———e¢e 2 dr= 1, dobijamo:
V2r
-
D(X)=g

Primer 10. Neka se odredeni mehanizam montsa od n delova. DuZina
svakog od tih delova je slucajna promenljiva. Pretpostavimo da su te slulujne
promenljive nezavisne. Ako su srednje vrednosti duzina tih delova jednake aj,

as, . .., ap i disperzije &1%, 622, . . ., 5%, onda je sredsja duzina zbira tih n d:lova
jednaka a — ar + a2 + ... + ag, a standardno odstupanje:

c=vVal Lo +... L onl
Specijalno, akoje n =19, at =az=... =ag = 10cm i 6 =6a=...=106g=

= 0,2cm, onda je a=90cm i o= V9-(0,2 = 0,6.
Znaéi, ako se duzina svakog dela razlikuje od svoje srednje vrednosti za 29,

(0,2 cm = 2% od 10 cm), onda Ce se duzina mehanizma, sastavljenog od tihh 9
; : 2 2 .
delova, razlikovati od svoje srednje vrednosti za 3- o4 (0,6 cm = -3— 9%, od 9t cm).

Ova osobina da se srednja zredka smanjuje dodavanjern sluéajnih promenljivih
ima veliki znaCaj pri sklapanju sloZenih mehanizama.

ZADACI

1. Ako se srednje apsolutno odstupanje uzima u odnosu na matematitko olekivanje:

B=M|X—M@) =_[ x—MXfdx
a
i, ako je raspodela verovatnoéa simetri¢na u odnosu na pravu x = M(X}, onda se srednje apso-
lutno odstupanje mofe napisat u ebliku:

8=2 | [x—MQ0)/(x)dx
MU

Dokazati.

2. Naéi srednje apsolutno odstupanje u odnosu na matematicko oekivanje, ako slucajna
promenljiva X ima ravnomecog raspodelu naz intervalu (g, b).

a -+
Resenje. Kako jo M(X) = u tom siufaju, prema +ormodi u zadatku 1, imamo:
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3. Meta je pedeliena na tri koncentriéna kruga. Pogodak u prvi krug denosi tri boda,
u drugi — dva 1 u tredl, naivedi knug — jedan. bod. Postignut broj bodova je sludajna promen-
jiva. Ako su za dva strelca poznate raspodele verovamnoda:

1 2 3 { 2 3
s 5 ={
03 02 0,5 0,1 0,7 0,2
na¢i matematidka ofckivanja i srednja apsolutna odstupanja i zakljuciti koji strelac boljie gada.
Rezultat MX) =22 6:=080, AMY)=21, 0,=036

4. Naé disperziju i standardno odstupuznje diskretne sluajne promenljive X, &ija je ras-
podela verovatnodz jednaks:
—5 2 3 4
X =
0,4 03 0l 0,2
Refenje. Kako je:
MK, =—35-04+2-03+3-01 +4-02=—031

M(X2) =25-04 +4-03+9-0,1 +16-0,2 =153

to je:

D(X) = M (X% — M(X) = 15,3 — (—0,3)2 = 15,21

a: = VD (X) = VISA =39

5. Ako slufajna promenljiva X uzima samo Jve vrednosti x1 i x», svaku sa verovatnodom
0,5, onda je disperzija D (X) jednaka kvadratu polurazlike ovih vrednosti. Dokazan,

6. Diskretna sluceina promenljiva X ima samo dve mogudéne vrednosti: x1 i x2. Pri tome
je x2 > 2. Ako je P(X =x1) = 0.6, M(X) = 1,4 1 D (X) = 0,24, nadi raspodelu verovarnodéa
slufajne promenljive XL \

Redenje. Kako je zbic verovatnoéa jednak jediaici, onda je P{X = x2) = 0,4, Przma
uslovima zadatka imamo dalje:

MX)=06"x -+ 0,4 x =14
D{X) = M(XY — M2(X) = 0,6+ %2 + 0,4 %% — 1,42 = 0,24

Refenja ovog sistema jedpadina su: x1 = 1, x2 = 2 { x1 = L%, x2 = 0,8, Kako je x2 > x;, u tom
siudaju je relenje nadeg zadatka xy = 1, xp == 2, pa je raspodela verovatnoéa slulajne promen-

ljive X jednaka:
1 2
X =
A 0,6 0,4

7. Bafeno je n kocki. Nadi disperziju zbira tafaka, koje mogu da se pojave na gomnjim
strunama  kocki. :

Refenje. Ozna&imo sa X broj tadaka na gornjim stranama svih n badenih kocki, a sa
(G=1,2,...,m — broj tafaka na gornjoj strani i-te kocke. U tom sluaju je:

X=X +Xs+...+Xa

Qtigledno, sve slufajne promenljive X imaju istu raspodelu, tj. ista matemati¢ka odekivanja
i disperzje:
ME)=ME)=...=MX,) | D(Xi))=D(FE) =...=D(Xn
Sledi: ’
MX) =nM(X) i D(X)=nD(X)
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Kako je:

H(X)11'211-‘14—‘1'5-1'61'1
d 1) = P 6 A P “ 6 T 6 ¥ 6 SH 2
i
MO - S 4 a4 951642 g
MY = — (0 4 + 16 4+ 23 + 36) = —
1% e 3
onda je:
D {Xy) M (XY Mi(Xy) = s Bgr
(X)) = M{XE) — MK - 6 1 12
Sledi:
. 135
DX)=—n
12
8. Ako sluCajna promenljiva X ima disperziju 2 (X)), pokazati da je: 5
DX + C) = D({X) i

9. Nadi disperziju diskretne slufaine promenljive X, ako je zaken raspodele verovatnodla
definisan izrazima a), b), ¢) i d) u 8. zadatku tadke 2.4.1.
20 .5
Rezultat. a) 3, b} 6, ¢ —, d) —
27 9
10, Nadi D (X} u sluéaju neprekidne siufajne promenliive X, ako je gustina raspodele
verovatnoca definisana izrazima b}, ¢, d), £, g), h) u 9. zadatku talke 2.4.1.

4 1 1 it
Rezultat b) —, ¢ —, d) 3, f)-—, e
45 20 6 (n+mtin 4+ m4 1)
11. Funkcija:
Ela—(x—b8F), za — 1l x|, B> 0

HGES {

0, za ostale vrednost =

je gustina raspodele verovainods, s matematickim ofekivanjem jednakim nuli. Nadi: b, interval
moguénih vrednosti parametra a, i izraz:ti & pomodu a. Zatim odrediti a tako da disperzija ima
najmanju moguénu vrednost.

3

Rezultat b =0, a=1, b=—""——,6a=1
2{3a—1)

12. Slufajna promenljiva X definisana je gustinom:
AR ETE
—— Z8X )
Fy =4
0,za x<0
Naéi disperziju sluajne promenljive X.
ReSenje. Kako je M(X) =n + 1 (zadatak 11, tatka 2.4.1), imamo:

@ o
1 1
D(X)=— q xtxtetde —(n+ 12 = — 5 xnleFdx —(n 4+ 1) =
n! n!
3 [
T'i{n+3 n 4 1)1
=~—(r—)—-(n+1}2_—.—-(--—-I ) —n+IR=n+ D+ =+ 1 E=n+1
ni nl .
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13. Sluéajna promenljiva X definisans ‘= gustinom:

1 e
T e o f (g ~
Flx) = B¢+lr(x+ljxda!(gb_’l’:—‘:‘(}nuxﬂ'o
0, za x <0

(gama raspodela). Nadi matematitko ofekivanje i disperziju.
. P x LA e ke .
Uputstvo. Uvestd smenu y = —— & iskoristiti gama funkciju. Rezuliat:

M) =(x+1)8; D(X)=(x+1)8
14. Ake X ima Puasonovu raspodelu, s parametrom h:

z gz

B

s x=0,1,2,...

naéi M [X (X — 11]. a, zatim, pokazati da je D (X)) = A.

15. Ako diskretna sluajna promendjiva X ima negativnu binomnu raspodelu definisanu
zakonom raspodele verovatnoda:

PX=x)=("""Npres, x=0,1,2,...

pokazati dz je D (X) = .
»

16. Slulajna promenljiva X definisana je gustinom:
i

—x, o x<2
T2
0,22 x<0, x>2
WNadi obiéne i centralne mamente prvog, drugog, traéeg i Cetvrtog reda.

Rezuleat, Obidni momenti izradunavaju se prema formuliz

2
r 1
me = J x*—xde, za x =1,2,3,4
2
1]
Sledi: t
o - 4 - i 4 16
= -, = mig = 3,2 e
=73 2 s mig = 3,2 1 ma 3
Ceatralni momenti se izraunavajy poms<u obidnih momenata:
mr =0, mz=mp—m®=—; va=my—3Imomz + 2 = ——
9’ 135
s 16
Wa = mg— dmy 3 + Smmg — 3rt = E

17. Sludajna promenljiiva X {2 gustinu raspodele verovatnoda:

sinx, za < x <

I =

S A
(R

Lo, zax <D x>n

Nadi disperziju funke: ¥ =g (X = X?, bez oisedivanja gustine raspodele verovatnoéa sluajne
promenljive Y (videc zadatak 12, mcka 2.4.1).
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Regenje s
Do(X)] = { ¢t (®)f()dr— M:[p (9] =

a

1 : m—d
=— x4 sin x dx —
2 2
0
18. Sludajne promenljive X i Y su nezavisne i imaju ravnomerne raspodele: X na inter-
valu (g, ), a Y na intervalu (¢, 4). Nadéi matematitko ofekivanje i disperziju proizvoda XY

Rezultat

@ nt— 1672 480

= i

. adth c+d
MXY) = MO My=22".2T2
3. g
* b 4 89) (2 + od + dF
D(XY) = M(X2 V) — M (X ¥y = LT )9; Tl ek

19. Darto je: ;
PUX—M(X)l<e}) =09 i D(X)=0,009
Koriste¢i nejednakost Cebileva, naéi e '
Rezultat = = 0,3
20. Diskretna sluZajna promenljiva X ima raspodelu verovatnoéa:
.3 ,6
x= { z_.z g,s }
Pomotu nejednakosti Cebideva oceniti verovarnodu P (X — M (X)| < 0,2).
Rezultat P{|X —0,54]| < 0,2) = 0,64
21. Verovatnoéa pojave dogadaja 4 u svakom ponavljanju eksperimenta jednaka je —E—_

Pomoéu nejednakosti Cebideva oceniti verovatnodu da broj X realizacija dogadaja 4 bude u gra-
nicama od 150 do 250, ako se izvede B0O ponavljanja eksperimenta.
150
Rezultat P (|X — 200| < 50) > 1—@ = 0,94

22. Mehanizam se sastoji od 10 elemenata, koji rade nezavisnc jedan od drugog. Vero-
vatnoda otkaza svakog elementa za vreme 7 jednaka je 0,05. Koristedi nejednakost Cebifeva
ocenit verovatnodu da apsolutna vrednost razlike izmedu broja elemenata koji otkadu i mate-
matitkog olekivanja broja elemenata koji ée otkazati za vreme T — bude manja od dva.

Redenje. Oznatimo sa X diskretnu sluéajnu promenljivu koja oznadava broj elemenata
koji otka*u za vreme T. U tom sluaju je:

M(X) = np = 10+ 0,05 = 0,5
D(XY=npg=10-0,05-0,95 = 0,475
Pomoéu nejednakosti Cebileva, u obliku: '

PX—M(X) < g DI—EC—X“)-“

Py
dobijamo za £ = 2:
0,475
P(X—05<2)> 1—‘—-?4—-— = 0,12
23, Ako je X = X + X3, gde su Xi i Xz nezavisne sludajne promenljive koje imaju cen-
tralne momente tredeg reda pa® i us?, dokazad da je p3 = psl + p2a?, gde je pa — centralni mo-
menat tredeg reda slufajne promenijive X.
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