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II DEO
Matematicka statistika

Glava IV

STATISTICKA ANALIZA

4.1, DEFINICIJE 1 OSNOVNI POJMOVI MATEMATICKE STATISTIKE

Matematicka statistika je, kao o i naziv pokazuje, matemari¢ka disciplina,
Kao nauina disciplina pofela je da se razvija medavno. U prvim udibenicima
ona se sastojala od teorema teorije verovatnofe, pribliZnih formuls, empirijskih
posmatranja i intuitivnih prakiiénih pravila. Tek dvadesetih godina XX veka
pojavile su se prve taéne formulacije osnova matematitke sratistike. .

Statistiku mofemo definisati kao metodu kvantitativnog istrafivanja pojava.
Maime, statistika istrafuje pojave ne na pojedinim nego na mnoftvu slufajeva,
i ovo istraZivanje ima kvantitativan, a ne kvalitativan karakter. Podto individualni
sluajevi pojave mogu pokazivati manja ili veta odstupanja od prosefnog ili ti-
pi¢nog, to je neophodno da s¢ posmatraju u velikem broju, u masi, da bi se otkrilo
ono £o je u njima opite i zakenito — jer se zakonirost ispoljava y masi; ona ima
masovni karekter.

Predmet ispitivanja_matematicke statistike su skupovi (populacije, mase,
celokupnosti) €Lji su elementi objekti i pojave raznoljkog karaktera. Te skupove
Gemo zvali statistizkind celokupnostma i1i populacijama, a njihove elemente sta-
tistickim jedinicama. Jedinice jedne statstitke celokupnosti povezane su medu-
sobno odredenom opStom vezom, na primer, poscdovanjem nckog obelefja, koje
varira od jedne do druge staristitke jedinice, Statisticke celokipnosti mogu izra-
savati ili stanje masovne pojave u edredenom momentu vremena ili rezultat odre-
dene delatosti u odredenom intervalu vremene.

Osnovna Karakteristika statistitke celokupnosti je hotmogenost ili istovrsnose,
to jest statistitke jedinice posmatrane celokupnosti_su_u sudtini slitne i pokazuju
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_razlike samo u pogledu obeleZja koja se ispituju. Raziike koje se pojavljuju izvan
1isp_1'1ivzmih obelezja ne smeju da budu od bitnog znacaja za pojavu koja se istra-
zuje. Naravno, statisticke jedinice moraju biti istovrsne (radnici  transportnih
preduzeda, transportna sredstva za prevoz putnika, transporina sredstva za prevoz
robe itd.), ali nikad i istovetne. Statisticke jedinice pokazuju manju ili veé¢u vari-
jaciju u pogledu nekih obeleZja. Ispitati razlike u ovim obeleZjima i kvantitativno
ih cdrediti jeste cilj statistitkog prou¢avanja. Obeleja transportnog preduzeca
su, na primer, broj zaposlenih radnika, broj i vrsta transportnih sredstava, vred-
nost inventara itd,

Svaka statistiCka jedinica sadrZi veliki broj obeleZja. Za posmatranu pojavu
neka od tih obeleZja su suftinska, druga to nisu. Ako, na primer, prouavamo
proizvodnost rada transportnog preduzeca, sudtinska obelezja su svakako koli-
¢ina i vrsta prevezene robe, broj, vrsta i tehnicka ispravnost transportnih sred-
stava, godine starosti i staZ radnika itd. Nesudtinska obeleZja bi bila nacionalnost
radnika, njilov porodicni polozaj (samci ili oZenjeni) itd. Ocigledno, sudtinska
obeleZja predstavljaju bitan, odlutujuci fuktor koji urice na posmatranu pojavu
— l(onkrctnf), u nadem primeru, na proizvodnost rada. Nesustinska obeleZja imaju
drugostepeni znadaj za posmatranu pojavu. Sustinska obeleZja su uzajamno po-
vezana. Interesantan je primer!) odredivanja potraZnje putnickih automobila
u SAD, za kupovinu i za zamenu, D, koja zavisi od ,,vigka“ nacionalnog dohotka
— I (jer se odluka o kupovanju ili zameni automobila u principu donosi kad su
podmirene izvesne Zivotne potrebe), od prosene cene automobila P, i od broja
T automobila izbalenih iz upotrebe (karakteristika tehnitke ispravnosti postojeceg
automobilskog parka!). Ova zavisnost je oblika:

D = 0,92 11,07 p—07 TL10

i treba je shvatiti u statistickom smishu.

‘C‘}belcija se takode razvrstavaju i na numeri¢ka i atributivna. Numericka
o_bsfiezl_a se mogu izraziti brojem, a atributivna samo opisno. Na primer, starost,
visina i teZina su numericka obeleZja, dok su pol, zanimanje i boja kose atributivna
obelezja Coveka.

Statistika _ izuava  suStinska, numeritka obeleZja jedinica statisticke

_celokupnosti, pa se zato takva obeleZja i nazivaju statisti¢kim obeleZjima.

Ako jzuCavamo samo jedno obeleZje clemenata statistike celokupnosti,

kaZemo da je statisticka celokupnost jednodimenzionalna. Statistitka celokupnost
je viSedimenzionalna ako prou¢avamo dva ili viSc obelefja elemenata celokupnosti

Statistickom terminologijom skup svih opservacija statistitkog obelei]';
pre_dstavlja statisticku celokupnost ili sirovinu; terminom rauna verovatnoée —
to je skup vrednosti slutajne promenljive. .

. Istaknimo jo§ jednom da osnovni cilj statistitkih proudavanja predstavljaju
zajednitka obeleZja elemenata uofenih celokupnosti koja imaju osobinu da od
elerpuenta do elementa variraju. Iskustvo je pokazalo da primalom broju posmatranja
bro;_cape karakeeristike obeleZja &esto pokazuju, od elementa do elementa, velika kole:
b_a'n;a i nepravilnosti‘ Ako profirimo posmatranje na veéi broj elemenata, i ukoliko
ViS¢ povecavamo taj broj; toliko jale se manifestuje odredena zakonitost vari-
}gg_qz_l_prou_éav_anih obeleZja. Zakonitost te varijacije je krajnji cilj statistitke analize.

1) C. F. Roos and V. von Szelinski, The Dybami i
Nt oty Dot 1955, J e Dybamic of Automobile Demand. General
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Sve statistitke metode idu za tim da se varijacija &to jusnije prikaZe, da se ispiti-
vanjem njene karakteristike dode do tipiéne vrednosti obeleZja, da se pronadu
odnosi i veze koje postoje izmedu varijacija razliCitih obelezja.

Najéedce se do statistickih podataka dolazi pomocu statisti¢kih eksperimenata.
Dakle, ne jednostavno posmatranje, stihijsko, neplanirano.

Primer 1, Imamo zadatak da ocenimo vecu partiju proizvoda po nekom
obelezju A, kao pogodnu ili nepogodnu. Statisticki eksperiment se moze u ovom
slucaju organizovati na slede¢i nadin: iz partije se bira slu¢ajan uzorak (tatka 5.1.3)
od n proizvoda koji ée se i ispitivati u odnosu na obeleZje 4. Neka se b od njih
pokazu nepogodnim. Ako je tada b < ¢, partija se smatra dobrom, a ako je b > ¢,
partija se smatra nepogodnom (broj ¢ je unapred dat i zavisi od n).

Otigledno, statisti¢ki eksperiment treba izvoditi pri odredenim uslovima:
on mora da omoguéi refenje unapred postavljenog zadatka. Metoda induktivnog
ispitivanja, kakvo je i statisticko ispitivanje, ima za cilj da potvrdi ili opovrgne
neku hipotezu koja se odnosi na neku zakonitost proucavane pojave i zbog toga
se metoda mora sprovoditi po odredenom cksperimentalnom planu kojim se dolazi
do redenja postavljenog zadatka. Prirodno je postaviti pitanje: moze li sc¢ za jedan
isti zadatak konstruisati nekoliko planova izvodenja statistickih eksperimenata
i koji od tih planova izabrati. Odgovor se moZe dati jedino u op$toj formi: plan
tako treba izabrati da zadovolji princip optimalnosti koji se¢ u datim uslovima
ustanovljava (kriterijum optimalnosti!).

Napomenimo da se do pedesctih godina XX veka unapred naznacavao broj
cksperimenata koje treba izviti, dok je tih godina Vold (A. Wold) konstruisao
metodu postupne analize koja svakoj etapi statistitkog ispitivanja omogucava da
se donese odluka da li su rezultati prethodnih eksperimenata dovoljni za refavanje
zadataka ili se eksperimenti moraju nastaviti.

U twku statistickog prou¢avanja mogu se razlikovati tri etape:

a) statisticko posmatranje,
b) grupisanje i sredivanje podataka, i
c) obrada sa nauénom analizom rezultata.

Prva etapa statistitkog proudavanja ili prikupljanja podataka sastoji sc u
planskom, sistematskom registrovanju jedinica posmatranja koje salinjavaju pro-
uéavanu statisti¢ku celokupnost. Prvu etapu statistickog rada, statisti¢ko posma-
tranje, predstavlja njegov najmasovniji deo. Osnovni zadatak koji se postavlja
pri radu u ovoj etapi je zahtev tanosti, istinitosti i potpunosti prikupljanja podataka.

Druga etapa sastoji se u sredivanju prikupljenog materijala i prebrojavanju
jedinica posmatranja. Kao rezultat dobijaju se statistitke tabele. Apsolutne brojke,
koje proizlaze neposredno kao rezultat sredivanja, imaju same po sebi veliki prak-
titan znadaj. Za dublje proudavanje masovnih pojava, za utvrdivanje tipi¢énih
crta, za pronalaZenje veza i zakonitosti, treba, medutim, preci od apsolutnih vred-
nosti na razne uopstavajuce statisticke pokazatelje, koji s¢ dobijaju daljom obradom
prikupljenog materijala. Ovde spadaju razne vrste srednjih vrednosti, mere vari-
jacije, koeficijent korelacije i dr.

Treta etapa predstavlja matematicku obradu kvantitativnih istraZivanja
prvih dveju etapa, s ciliem da se dobiju statisticke ocene karakteristika statistitke
celokupnosti.
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Statisticka ispitivanja mogu se podeliti na dve vrste:
1) potpuna ispitivanja cclokupne mase podataka, i

2) delimiéna ispitivanja, odnosno ispitivanja jednog dela celokupnosti ili
uzorka, kako se naziva deo cclokupnosti.

Pod potpunim ispitivanjem podrazumeva se takvo statisticko ispitivanje
kome podleZe cela statisticka celokupnost koja sc proucava. Ma kako bilo neofe-
kivano, ovakva ispitivanja u praksi imaju smisla vrlo retko. Znatno CeSce se pri~
menjuje delimi¢no ispitivanje, to jest, ispitivanje uzorka ili dela statisticke celokup-
nosti. Potpuna ispitivanja su s praktiine talke gledista neostvarljiva. Na primer,
da bi doneli zakljuéak o kvalitetu cele serije proizvedenih automobila, potpuno
ispitivanje bi nanelo velike materijalne gubitke, jer bismo morali da ispitamo sve proiz-
vedene automobile. Zato se ispituje jedan deo te serije — uzorak.

Ovde moZemo postaviti sledeéa pitanja: kakvog opravdanja ima da se sta-
tistidka celokupnost zamenjuje uzorkom? Koliko su verodostojni zakljucci o sta-
tisti¢koj celokupnosti na osnovu uzorka?

Sa teorijske tadke gledidta mi ¢emo se baviti uzorcima tamo gde je statisticka
celokupnost neogranitena, koja u celosti ne moZe da se ispita. U praksi se Cesto
defava da i konaéne celokupnosti, ako su vrlo brojne, ne mogu biti ispitane u
celosti.

Ocena celokupnosti na osnovu podataka iz uzorka predstavlja, u stvari,
oblik induktivnog uop3tavanja: osobine ispitanog dela pripisuju se celini iz koje
je uzet. Sudovi izreeni o celokupnosti na osnovu ispitivanja njenih delova mogu
da budu pogresni ili tadni. Znati da je sud o celokupnosti — slucajna promenljiva,
kojoj odgovara neka verovatnota, Verovatnoca tatnosti suda o celini je utoliko
veéa ukoliko uzorak bolje reprezentuje celokupnost. Uzorak koji dobro repre-

_zentuje_celokupnost-naziva se_reprezentativnim uzorkom. Da bi uzorak bio repre-
zentativan_moraju biti ispunjeni slede¢i uslovi: 7

1) svaki_f:_ler_r_;c_:_n_at celql_<1_1_pnosti mora da ima jednaku $ansu da ude u uzorak,
2) uzorak mora da bude dovoljno brojan.

Prvi uslov se obezbeduje slufajnim izborom elemenata u uzorak. Najjedno-
stavniji natin dobijanja slutajnog uzorka je sluajan natin izbora elemenata u
uzorak. Ovo biranje mo¥e da se izvede na principu izvlalenja kuglice iz urne,
s vraéanjem i bez vracanja. Najéesce je zastupljen nacin formiranja slutajnog uzorka
pomodu tabele slu¢ajnih brojeva koju prilazemo u prilogu (tabela XI). Ova tabela
sadri Zetvorocifrene brojeve u grupama po pet i rasporedene u 10 kolona na svakoj
strani. U svakoj se koloni nalazi po 50 brojeva, to jest na svakoj strani po 500 Ce-
tvorocifrenih brojeva ili 2000 jednocifrenih slucajno odabranih ' brojeva izmedu
0, 1,2 3,4, 5 6, 7, 81i9. Slutajan raspored tih brojeva zna¢i da nema pravila
prema kome su poredane cifre, pa se svaki od brojeva susrece na jednoj strani
manje-viSe jednak broj puta, oko 200.

Kako se sluziti tabelom slu¢ajnih brojeva? Pretpostavimo da od 100 pred-
meta na sludajan nalin treba izabrati 30 predmeta. Radi toga numeriSimo sve
predmete brojevima 0, 1, 2,..., 98, 99, i otvorimo proizvoljnu stranu tabele
sluéajnih brojeva, na primer, treu. Zatim, iz proizvoline kolone, na primer,
treée, uzimamo prvih 30 razliditih dvocifrenih brojeva (svakom cetvorocifrenom
broju odbacujemo dve poslednje cifre). Ako se jedna ponovi, uzimamo sledecu.
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Tako se dobija: 48, 86, 82, 59, 63, 81, 69, 58, 94, 41,01 = 1, 32, 90,07 =7,
56, 92, 16, 47, 38, 66, 24, 61, 60, 70, 19, 42, 21, 25, 06=6, 79. Ovi brojevi nam daju
brojne oznake predmeta koji su izabrani na slucajan natin i, prema tome, ine
sludajan uzorak (reprezentativan). Izabrani na ovaj nalin, predmeti Cine slucajan
uzorak bez ponavljanja od 30 elemenata iz celokupnosti od 100 elemenata.

Proverimo tabelu sludajnih brojeva na jednom primeru, Neka znamo da od
1000 elemenata celokupnosti 30 odsto ili 300 elemenata poseduje osobinu 4. Sa
prvih 300 brojeva (0, 1, 2, . . . , 299) numerisimo elemente s osobinom A, a ostale
brojevima od 300 do 999. Zatim, otvorimo tabelu na jednoj strani, na primer,
treéoj, i uzmimo iz nje prvih 100 brojeva, svaki bez poslednje cifre. U slutaju da
se neki broj ponovi uzmimo sledeéi. To su brojevi:

019 175 487 857 131 004 815 521 568 516
854 829 860 203 893 691 047 029 036 805
193 297 828 255 766 528 541 358 455 698
732 914 595 931 843 622 370 976 693 761
253 595 638 704 108 926 524 549 345 566
352 232 517 060 175 581 436 515 584 463
729 638 696 067 230 130 164 758 807 834
102 626 586 654 014 439 505 676 028 002
202 594 636 826 143 159 627 073 589 103
088 239 943 466 445 046 014 901 369 685

Tzmedu njih su 33 broja od 0 do 299 (odStampani crno), to jest u uzorku se nalazi
33 odsto elemenata s osobinom 4, §to je dosta priblifno procentu zastupljenosti
elemenata s osobinom 4 u celokupnosti. Ako bismo uzeli prvih 100 brojeva s pete
strane tabele dobili bismo 27 odsto brojeva od 0 do 299.

Uopétavanje rezultata ispitivanja uzorka na celokupnost, iz koje je uzet
uzorak, moguéno je zato §to izmedu populacija uzorka i celokupnosti postoji tesna
povezanost. Ta povezanost - proizlazi otuda 3to je uzorak deo celokupnosti, pri
&emu on poseduje vaZnu osobinu da je raspodela posmatranog obeleZja elemenata

rg?rezentativnog uzorka pribliZna raqudf;l'i tog obelezja na elementima celokupnosti.

"~Znamo da je raspodela verovatnoca slutajne promenljive njena najpotpunija
karakteristika. Obi¢no se raspodela verovatnofa obeleZja celokupnosti naziva
teorijskom raspodelom, a raspodela frekvencija u uzorku empirijskom raspodelom.

"Oznalimo teorijsku funkeiju raspodele sa F (x), a empirijsku sa Fy (x), gde indeks

n oznatava obim populacije uzorka, to jest, broj elemenata uzorka. .
Matematitka veza izmedu celokupnosti i populacije uzorka izraZava se ve-
zom izmedu F (x) i Fy, (x). Tim problemom su se bavili matematiari, prvenstveno
Kolmogorov, Smirnov 1 Glivenko. Ako sa:
sup |Fp(x) — F(x)|
—mLxLm ;
oznatimo gornju medu aposlutne razlike izmedu funkcija teorijske i empirijske
raspodele, tada teorema Glivenka glasi:
Teorema Glivenka. Ako su vrednosti obelefja X u uzorku medu sobom
nezavisne, onda je:
P(sup| Fa(x)—F(x)]—>0)=1
o

—mCx <o n—
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Smisao ove teoreme je sledeéi: kada je uzorak dovoljno brojan, u tom sluaju sa
verovatiodom bliskom jedinici empirijska raspodela se malo razlikuje od teorijske.
Znadi, ukoliko je uzorak brojniji utoliko bolje reprezentuje celokupnost. Ova &i-
njenica je odavno poznata iz iskustva, ali je teorema Glivenka objainjava s teo-
rijskog stanovista.

U praksi se Cesto deava da nas interesuje samo srednja vrednost i stan-
dardno odstupanje obelefja X u celokupnosti, a ne i funkcija raspodele verovat-
noéa. Postavlja se pitanje da li je za odredivanije tih parametara neophodno pozna-
vari raspodelu verovatnoéa obele¥ja X u celokupnosti. Teorema Glivenka daje
slede¢i odgovor: kako se za dovoljno velike vrednosti n empirijska raspodela malo
razlikuje od teorijske, i parametri obeju raspodela se takode malo razlikuju medu
sobom. Ako sa & obeleZimo aritmetitku sredinu obeleZja u uzorku, a sa s standardno
odstupanje, onda pribliZno imaju smisla jednakosti:

AR, SAEG

gde je p’srednja vrednost obeleZja, a o standardno odstupanje obeleZja osnovne
celokupnosti. Znadi da se parametri, izralunati iz uzorka, mogu iskoristiti kao
ocene parametara osnovne celokupnosti, Ovde susreemo novi vaZan pojam sta-
tistike — ocene ili estimacije (od engleske redi to estimate = oceniti). Estimacije
su velitine dobijene iz uzorka pomoc¢u kojih se procenjuju vrednosti nepoznatih
parametara u osnovnoj celokupnosti. Deo statistike koji obraduje probleme esti-
macije naziva se teorijom estimacije (glava V).

4.2. FORMIRANJE STATISTICKIH TABELA. HISTOGRAMI I
POLIGONI EMPIRIJSKE RASPODELE FREKVENCIJA

U podacima dobijenim neposredno iz posmatranja ili eksperimenta tesko
je odmah uogiti ma kakvu pravilnost. Da bismo pripremili podatke za nauéno
istrazivanje, neophodno je, pre svega, ne menjajuéi im samu sustiny, uvesti medu
njih neki poredak i dati im dovoljno jasou formu pogodnu za brzo ispitivanje.
U okvir priprema spada formiranje tabela koje olakSavaju statistitku analizu.

Neka obeleje X uzima n vrednosti: xi, xa, ..., *n koje se u rezultatu od
N ponavljanja eksperimenta pojavljuju fi, f2, ..., fn» puta. Velidine fi,fz, .. .>fn
zadovoljavaju uslov:

Ltfe...+fh=N (4.2.1)

i nazivaju se apsolutnim frekvencijama ili prosto frekvencijama. ‘VeliCine x1, x2, . . . 5
xn, koje sada Gine uzorak ili empirijsku populaciju, uzete s odgovaraju¢im frekven-
cijama i rasporedene po rastuéim vrednostima, formiraju statisti¢ku tabelu:

TABELA1
X x1 x2 S
IE N Sz R N
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Georneirijska ilustracija statisticke tabele 1. je poligon empirijske rvaspodele
(stika 4.2.1).

P

’F1 f! f3 ‘;n

Xa ..... xn

Ako je broj podataka N veliki kao i broj vrednosti koje obeleZje X uzima,
onda se varijacioni interval (a,b) deli na n klasa (a = wo, ), (uy,202)....
o +
= )
fi, /2 - .. fn sada oznatavaju koliko vrednosti X pada u prvu, drugu, ..., n-tu
klasu, pri éemu u broj vrednosti koje padaju u neki interval treba ukljuditi bilo
levu, bilo desnu granicu intervala, Na primer, f; je broj vrednosti x koje zadovo-
ljavaju uslov:

X3, ..., xp. Frekvencije

(tn-1, b = uy) Cije su sredine x; (:r.:,_ =

i sx <ty ({=1,2,...,0n5 uy=a, tin =15b)

Tabela sada ima oblik (raspodela frekvencija po klasama):

TABELA 2

Klasa Sredine klasa Frekvencije

po klasama
g do 1y X1 fi
uy do uz xn fe
ttn-1 do 1 Xn fn
N

o Geometrijskg ilustracija ove tabele je histogram raspodele frekvencija. To
je niz pravougaonika koji se jednom stranom oslanjaju na x-osu tako da im je ta
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strana jednaka $irini klase, a visine su im tako odabrane da im povidine budu
jednake ili proporcionalne frekvencijama klasa (slika 4.2.2).

1 N\

A b \"”‘x
7 N

asU, Xy Up x5 Uy Uy Upq %Xp bztin %

Sl 4.2.2

Ilase su obi¢no jednake duZine, a njihov broj se bira tako da se $to lakde
i jasnije uoci karakter varijacije posmatranog obelezja X. Utvidenog pravila za
broj klasa nema. Medutim, preporutuje se sledee uputstvo:

— ako je N od 40 do 60, treba uzeti #» od 6 do 8,

— . 60 do 100, » 7 do 10,
— . 100 do 200 » 9 do 12,
— 2 200 do 500 » 12 do 17,
—_ » vece od 500 » 21.

Ovo uputstvo je empirijskog karaktera.

Ako se spoje tatke (x1,/1), (¥, f2); - . .5 (¥n, f), gde su x1, %2, ..., % Sre-
dine klasa, a fi, fe, . . ., fn odgovarajuce frekvencije, dobija se poligon raspodele
frekvencija (slika 4.2.2).

Pri malom broju posmatranja empirijska raspodela frekvencija i njoj odgo-
varajudi poligon, odnosno histogram raspodele, pokazuju obi¢no potpuno neravno-
mernu sliku s mnogim skokovima i padovima. Mi ve¢ znamo razlog tome: pri
posmatranju malog brO]a pojava preovladuje delovanje individualnih faktora i
uslova. Sto vise poveéavamo broj posmatranja sve jate ée, pod uslovom da smo
sacuvali jednorodnost posmatrane ceIokupnosn pojave, izbijati na videlo izvesna
pravilnost u raspodeli frekvencija koja je posled:ca izbijanja na povr§inu faktora
koji deluju na sve elemente, dok se uticaj individvalnih uslova, promenljivih od
elementa do elementa, u masi posmatranja gubi. Poligon i-histogram raspodele
¢e pri ovakvom prelazu na veliki broj posmatranja gubiti svoje nepravilnosti, tok
izlomljene krive ili stepenaste linije ¢e se izgladivati i dobijati izgled neprekid-
ne krive.

Od velikog je teorijskog i prakti¢nog znalaja da zamenimo empirijski datu
:zlom}Jenu ili stepenastu krivu nekom teorijskom, neprekidnom krivom, koja se
u 3to vecoj meri prilagodava datom hzstogramu, odnosno poligonu. Ovakvu teo-
rijsku’ krivu, koja karakteri§e osnovnu varijaciju empiriiske raspodele, nazivamo
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FErivom raspodele. Oblici u kojima se pojavljuju krive raspodele mogu biti vrlo
razli¢iti. Ipak, u praksi prime¢ujemo da se medu njima pojavljuje najcesce izvestan
mali broj relativno prostih krivih, koje u statisti¢koj analizi igraju znadajnu ulogu.
Takva je, na primer, Gaussova kriva raspodele.

Raspodela frekvencija se moze prikazati i u obliku kumulante, koja pred-
stavlja empirijski adekvat funkcije raspodele slucajne promenljive, Kumulantu
dobijamo spajajuéi tatke: (x1,/1), (x2f1+f2), (xfi+fe+fa). ... 1+
+fat...+1fn)

Ako se umesto apsolutnih frekvencija uzmu takozvane relativne frekvencije
(statistitke verovatnoce):

I PN
fi':—‘N:ffz N»--—:fn N

onda kumulanta, koja spaja tadke (%1, fr1), (X2, fr1 + fr2) . o s (¥nafr1 + oo + frnds
zadovoljava osnovnu osobinu funkcije raspodele:

F(x)=0, x<xo i F(x)=1, x>x,
jer je:

fatfet...+fm=1

Primer 1. Na slici 4.2.3. prikazani su histogram i poligon raspodele frek-
vencija 100 udenika jedne Skole rasporedenih po teZini (tabela 3).

TABELA 3
1 2 3 4 5
Klase tezine Sredineklasa Frekvencije Relativne Kumulativne
ukg £ fi frekvencije  relativne
fri frekvencije
60—62 61 5 0,05 0,05
_63—65 . 64 18 0,18 0,23
66—68 67 42 0,42 0,65
69—71 T0 27 0,27 0,92
72—74 73 8 0,08 1,00
Ukupno —_— 100 1,00 —_—

Relativna frekvencija jedne klase Iednaka je koli¢niku izmedu frekvencije
te klase i ukupnog zbira frekvencija. Na primer, relativna frekvencija klase 66—68,

u tabeli 3, je % = 0,42 = 42 odsto. Zbir relativnih frekvencija jednak je je-

dinici ili 100 odsto. Relativne frekvencije odgovara]u pojmu statistitke verovat-
note [P (66 < x < 68)~ 0,42].
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Kumulativne frekvencije su zbirevi frekvencija koje odgovaraju vrednostima
obelezja do date vrednosti, ukljucujudi i frekvenciju koja cdgovara toj vrednosti
(klasi). ‘Teko, kumulativna frekvencija koja odgovara klasi 66—68 u tabeli 3. jed-

Broj ugenika | Kumulativna
:f:ekluenuncl 100 raspodela

& 080
060
0,40

0201

— e

Sl. 4.2.4,

naka je 5 4 18 - 42 = 65, oznatavajuéi da 65 uéenika nema vige od 68,5 kg. Ko-
lona § tabele 3. prikazuje kumulativnu raspodelu frekvencija. Na slici 4.2.4. dara
je graficka ilustracija kumulativne raspodele relativnih frekvencija (ogiva).

Primer 2. Neka je uzorak sastavljen od N = 200 podataka:

290, 238, 259, 219, 246, 251, 292, 254, 242, 205, 230, 260, 230, 210, 174, 270, 258,
227, 258, 250, 234, 392, 231, 300, 219, 227, 292, 230, 238, 312, 150, 240, 272, 258¢
310, 252, 210, 262, 270, 235, 250, 199, 226, 238, 226, 278, 234, 300, 259, 215, 280,
234, 252, 208, 242, 334, 290, 260, 300, 251, 234, 272, 234, 246, 272, 207, 270, 230,
278, 231, 200, 240, 126, 210, 222, 232, 260, 250, 200, 310, 220, 259, 256, 192, 241,
340, 194, 244, 259, 210, 276, 190, 250, 206, 242, 302, 212, 270, 252, 216, 250, 292,
226, 234, 144, 206, 254, 214, 241, 246, 286, 262, 215, 230, 270, 242, 250, 266, 216,
252, 240, 262, 240, 250, 262, 207, 278, 238, 231, 218, 226, 272, 222, 190, 250, 232,
242, 290, 260, 302, 250, 220, 206, 300, 219, 292, 227, 227, 210, 294, 292, 231, 259,
190, 280, 226, 252, 250, 272, 228, 273, 270, 252, 245, 302, 269, 219, 230, 243, 300,
243, 300, 234, 256, 278, 240, 375, 285, 216, 270, 266, 264, 204, 242, 230, 215, 326,
236, 210, 215, 300, 230, 297, 288, 259, 200, 270

Kako je ¥max = 392 i xpin = 126, to je varijacioni interval 392 — 126 = 266.
Broj klasa moZemo uzeti 14, pa je girina klasa jednaka d = 266 : 14 = 20. U ta-
beli 4 dajemo, pored klasa, i frekvencije i radni deo tabele u kome se pomodu crta
prebrojavaju vrednosti ¥ u pojedinim klasama.
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Tabela 4.

Klase Frekvencije |

116. 135
1364155
156 175
176-195
196.215
216. 235
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Histogram i poligon raspodele frekvencija dati su na slikama 4.2.5. i 4.2.6.
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4.3. KARAKTERISTIKE EMPIRIJSKE RASPODELE

Isto kao $to je raspodela verovatnota slucajne promenljiv;_ okarakterisana
srednjom vrednoS¢u i standardnim odstupanjem, tako se i empirijska rasp(zde!a
obelezja X opisuje karakteristikama koje se Cesto nazivaju s:ar;st::kama, i, u opétem
slu¢aju, predstavljaju jednoznatne funkcije vrednosti obeleZja: x1, x2,..., %5
i njihovih frekvencija. _ . -

NajvaZnije karakteristike statistitke celokupnosti su aritmeticka sredina x,
standardno odstupanje s, kao i mere asimetrije k4 i ekscesa kp raspodele te ce-
lokupnosti.
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4.3.1. Aritmeti¢ka sredina, medijana, moda i druge karakteristike
centra rasturanja

Pod srednjom vredno$éu statistitke celokupnosti # podrazumevamo velidinu;

1 n n §
2_E}§nﬁ(mﬁ_N) 4.3.1)

koja predstavlja aritmesiCku sredinu vrednosti obelefja X ponderisanih frekvenci-
jama f1,fe, . . ., fa. Srednja vrednost £ je najprostija i najvaZnija od svih karak-
teristika centra rasturanja. Ako su brojevi x; veliki i zbog toga izratunavanje 2
glomazno, uvodi se, radi pojednostavljenja u rafunanju, takozvani ,,radni po&etak™
ili ,;radna nula®, xo, na sledeéi nacin:

R o= Ji (1 — x0 + x0)

M:

Sy
N = N ;

I
ili

® = fi(x‘_x°)+1l\r ifexu

fibvgs

1
N

R Ji(x —x0) + xo (4.3.2)

g

1
N

Broj xo je proizvoljan i bira se tako da proizvodi f (¥ — x0) budu $to manji
i prikladniji za brzo ratunanje. U naSem primeru (primer 2, tatke 4.2) sredinu
klase 236—255 oznatimo sa xo, to jest xo = 245. Ova klasa postaje nulta klasa.
Izratunavanje se jo§ vi¥e pojednostavljuje:

X§— Xo
d

=
gde je d 8irina Kklase, Obrazac (4.3.2) postaje:

d oz '
§=§£§ﬁq+m : (4.3.3)

Otigledno, za ovaj obrazac treba formirati kolonu proizvoda fi t; (i = 1, 2,. .., n).
Tabela 1 predstavlja produZenje tabele 4, tatke 4.2, i sadrZi kolone vrednosti £
(kolona 4) i proizvoda fi t; (kolona 5). Na osnovu zbira kolone 5, prema obrascu
(4.3.3), imamo:

X = ;—q £ 22 4 245 = 247,20

o
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TABELA 1

Kolone
1 2 3 4 5 6 7 8
: L]
Klase Sredina  Frekv. t fin 2 fy fin Z fu
klase x; fi i=1 (k=1,2..n)
116—135 125 1 —6 —6 36 0,005 0,005
136—155 145 2 —5 —10 50 0,010 0,015
156—175 165 1 —4 —4 16 0,005 0,020
176—195 185 5 —3 —15 45 0,025 0,045
196—215 205 24 —3 —48 96 0,120 1,165
216—235 225 4549 —I1 —45 45 0,225 0,390
236—255 245 44 ) : 0 0 0 0,220 0,610
256—275 265 36 1 36 36 0,180 0,790
276—295 285 23 2 46 92 0,115 0,905
296—315 305 14 3 42 126 0,070 0,975
316335 325 2 4 8 32 0,010 0,985
336355 345 1 5 5 25 0,005 0,990
356—375 365 1 6 6 36 0,005 0,995
3762395 385 1 7 7 49 0,005 1,000
200 : 22 684 1,000

Nave$éemo neke od osobina aritmeti¢ke sredine.

Teorema 1. Aritmeti¢ka sredina % uvek je veéa od najmanje vrednosti obe-
leZja x1, a manja od najveée vrednosti obeleZja xp, to jest:

X1 <X <xn

U stvari, ako su vrednosti obelefja X uredene po velitini %1 < x2 < ... < %,
i ako umesto svake vrednosti x¢ (f=2,3,...,n) stavimo x; u formuli za arit~
meti¢ku sredinu, imamo:

1 r 1 = It ;
2=§ > fix > ~ i§1f£x1=% Dhi=x11j. 2>x

i=1 =l

Ako, pak, umesto svake vrednosti x; (f = 1,2,...,n~— 1) stavimo x,, imamo;
2 lifx<lifx'x“if Xt %<

= 1X v 1Xn = — i = Xn 1). Xn
N i=l1 N i=l1 N

Teorema 2. Zbir odstupanja vrednosti obeleZja x od njihove srednje vred-
nosti, ako je svaka razlika uzeta toliko puta koliko puta se pojavila svaka vrednost
obelezja X, jednaka je nuli, to jest:

X fi(x—2)=0
odnosno:
n n n
Z fileg—3)= Z fixg—=2 T fi=N2—3IN =0
i=1 - =1 i=l
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Teorema 3. Zbir kvadrata odstupanja vrednosti obeleZja & od aritmeticke
sredine manji je od zbira kvadrata odstupanja vrednost obelezja X od proizvoijne
druge velicine, to jest:

2‘ fi (s — %) = _El fi(x;—a)P za a # %,
(=

1=l
adnosno:
L Sy —a) = L fi{n—x + x—-a)z =

;Ié:]l Ji (g — %) {_ 2(x—a) é]f; (x —2) + (& —a)? -%l fi =

" l
= 2 filu— 3P + NG —ap

Iz dobijene jednakosti sledi gornja nejednakost za a # .

Ovu osobinu je formulisao F. Gaus 1795. pod nazivom mietoda najmanjih
kvadrata (zbir kvadrata grefaka je minimalan, ako pod greskom podrazumevamo
odstupanje vrednosti obelezja X od aritmeticke sredine). Otuda se kao najrepre-
zentativnija (najverovatnija) vrednost obelezja X uzima aritmericka sredina vred-
nosti tog obelefja.

Teorema 4. Neka je &) statisticki skup od m elemenara s aritmetickom
sredinom 1 i S» staristicki skup od n: istorodnih elemenata s aritmetickom sre-
dinom 2. Spajajuéi oba skupa dobi¢emo statisticki skup S od m; 4- #2 elemenata,
Aritmeticka sredina * novoformiranog skupa 1cdnak'c‘r]c pandcnsano; arltmet:ckoj
sredini arlnnetlcklh sredina skupova 81 1 Sa:

s n X1 -+ nz X2 (4_3_4)

ni + ne
. 1 1 1 . . v 2 2
U stvari, ako su xj, ¥2, . . . 5 &y, elementi prvog statistickog skupa, a xj, %2, . . . ,
¥ .
xy, — drugog, onda je:
LS <
5 >

i 1 Ty 1 o a o e 13 )
x = - z 2 i (PR WPRTEN L R SR .
m 4 nz \;=h =l ny -+ Ha m . m-+n e

_ m X+ n e
m -+ e

Posledica 1. Ako imamo m statistickih skupova Si (mi, ®1), Sz (n2, X2), .. .,
S Gty Xaa), onda je aritmetiZka sreding statistikeg shupa, keji predstavlja zbir
ovih statistickih skupova, jednaka:
H1 X Hz X e R X
e 1 l+ 2% + + 1 T (4_3.5}
n A+ ne g

Po znadaju, posle aritmetitke sredine I, kao karakteristike centra rasturanja
vrednosti statistickog obelezja, doluze medijana Me i moda Mo-paramerri, Eije
smo definicije za sluéajnu promenljivu X dali v tacki 2.4.1.
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Ako je niz statistickih podaiaka vrednosti posmatranog statistickog obelezja
X ureden po rastucim vrednostima:
Xy 5 Xo = ... In Xp
onda je, u slucaju parnog broja elemenata, N = 2m, medijana jednaka:

e eyt
;ﬁ,-i X .j,\ur!.] g Ve 2_2_ (4‘3_(0

a u sluéaju neparnog broja elemenata, N = 2m - 1

Mo = st =241 (43.7)
]
Na primer, skup brojeva 3, 4, 4, 5, 6, 8, §, 8, 10 ima medijunu 6, a skup bro-
. ; i |
jeva 5,5, 7,9, 11, 12, 15, 18 ima medijanu —(9 - 11) == 10,

Ako je statisti¢ka celokupnost data u nhid\u Ny A2y ... X 8 odgov 'u:‘ju(,im
frekvencijama fi, fs, ..., fn 1 ako su vrednosti obeleZja X pmedanc po rastuéim
vrednostima, onda sec formiraju sume:

mh-+rfhidfotfo...

dok se ne naide na sume frekvencija koje zadovoljavaju uslov:
fitht...+hs “wfl Fifar e AR
Onda medijana M, zadovoljava nejednakost:
L -—n-x;m-—g < M, < xp1 -}-fé- =L4d

gde je d = x2~—x1 == ... = xy — ¥u-1 i L — leva granica klase u kojoj sc nalazi
medijana. Pokazuje se, dalje, da se medijana izradunava po obrascu:

= *2-—(f1+ﬁ>+...+fk)
My =it (4.3.8)
hj 281

Kod grupisanih podaraka, x1, %z, ..., x, oznafavaju sredine klasa, Sto znadi da

je I,ﬁ:.i.]—'g—‘ leva granica klase kojoj medijana pripada.
Kako je u datom primeru (tabela 4):
14+2+145+4+24-F45=178
1424 1+5424--45444=122
to medijana pripada klasi [236—235], pa je jednaka:

M5=236+2o-399-“—783246
44
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Geometrijski, medijana je predstavljena takom na apscisnoj osi odakle
polazi vertikalna linija (x = A,) koja deli histogram na dva dela jednakih povriina,

Ako je skup vrednosti obeleZja X ureden po velidini, onda je srednja vred-
nost ili aritmeticka sredina srednjih vrednosti medijana, koja deli dati skup na
dva jednaka dela. Koriste¢i ovu ideju moZemo potraZiti vrednosti koje dele dati
skup na cetiri jednaka dela: ove vrednosti, oznatene sa 01, Oz 1 Os, nazivaju se
pret, drugt 1 tredi kvareil. Kvartil Qs je jednak medijani. Sli¢no, vrednosti koje
dele dati skup na 10 jednakih delova nazivaju se decilima i oznacavaju se sa Dy,
Dy, ..., Dy, dok se vrednosti koje dele dati skup na 100 jednakih delova nazivaju
percentilima i oznacavaju se sa Py, Ps, ..., Po. Otigledno je M, = D5 = Pso,
O1 = Pp5, Q3= Pi5. Zajedno — kvartili, decili, percentili i druge vrednosti
koje se dobijaju deobom datog skupa na jednake delove, nazivaju se keantilima.

Moda Mo je ona vrednost obeleZja X kojoj odgovara najveéa frekvencija.
Mpic se desiti da moda ne postoji, ali moZe biti i vise modalnih vrednosti, Na
primer:

—skup 2, 2,5, 7,9,9,9, 10, 10, 13, 15 ima modu jednaku 9,

— skup 4, 6, 7, 8, 9, 11 nema modu, a

—skup 1, 3. 4,4,4,5,6,8,8, 8 10 ima dve mode: 4 i 8.

Ako su statisticki podaci rasporedeni u klase, onda se moda izratunava prema
obrascu: '

—_ Ay
My=L4d ——
0 + At A, (4.3.9)

gde L oznatava levu granicu modalne klase (klasa kojoj odgovara najveca frek-
vencija), Ay — razliku modalne frekvencije i susedne prethodne, a Ay — razliku
modalne frekvencije i susedne sledeée. Tako, u nasem primeru (tabela 1), modalna
klasa je [216—235], pa je moda jednaka:
Mo =216+ 20 . 4524 = 23551
(45—24) + (45— 44)

Moda se koristi kad treba nadi vrednost obcleZja X koje se najte¥ée srede.
Na primer, za pravilnu organizaciju saobracaja treba znati vremena najvede navale
putnika.

Kod 'simetri(':nih raspodela frekvencija aritmetitka sredina, medijana i moda
se poklapaju. Medutim, kod asimetri¢nih modalnih raspodela frekvencija, postoji
empirijska relacija izmedu njih u obliku:

% — Mo =3 (3 — M,) (4.3.10)

U nafem primeru je 247,20 — 225,5 == 3,5 (247,20 — 241), 3o potvrduje
naznacenu relaciju (4.3.10).

Nave$¢emo i druge karakteristike centra rasturanja statisticke populacije.

Geometrijska sredina G skupa brojeva xy, %s, . . . » Xy je N-ti koren njihovog
proizvoda:

N_
G= %132 xn (4.3.11)
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P
Na primer, geometrijska sredina za brojeve 3, 9, 27 jednaka je 4/3:9-27 =9,
Ako se vrednosti obeleZja X: x1, x9,..., % pojavljuju fi, fe, . .. s fu puta, onda
je geometrijska sredina jednaka:

¥ . S
G = \/X{L . x:{-: CI xufn {4.312)

Geometrijska sredina sc koristi kada se vrednosti x; (1 =1,2,...,n) me-
njaju priblizno po zakonu geometrijske progresije. Geometrijska sredina nema
smisla ako su neke od vrednosti x; jednake nuli ili su negativne. Geometrijska
sredina prema obrascu (4.3.11) ili (4.3.12) jednostavnije sc racuna logaritmova-
njem. Tako sc dobija, na primer, obrazac:

log G = _l_F (filogx1 + felog xe 4 ... + fulog xp) (4.3.13)
]

Geometrijska sredina moZe da posluZi i kao mera brzine promene izvesnih pojava
u vremenu. Neka imamo vremenski statisticki skup s vrednostima:
Y¥2 .. - ¥Yn-1:¥n
koje oznacavaju stanje prirodne pojave u odredenim vremenskim intervalima.
Koliénici:
2 Y Mn
x1=l.,x2= i,--':xj’l—'l:
M Y. Yn-1

predstavljaju brzine promena te pojave u pojedinim vremenskim intervalima
a njihova geometrijska sredina:

n=1 n—1

n—1 - =
G = \/xjxg...xn_:l:‘l/l‘—-l?—-&----—}i: In (4.3.14)
My y2 s ¥n-1 bt

predstavlja srednju brzinu promene u celom vremenskom periodu kada je posma-
trana data pojava.

Na primer, ako je promet robe na jednoj stanici u prvoj godini 4 000 t,
u drugoj 18 000 t, a u trecoj 36 000 t, vidimo da je promet u drugoj godini 4,5
puta veéi nego u prvoj, a u treoj 2 puta nego u drugoj godini. Prosetan porast
prometa dobijen preko geometrijske sredine iznosi:

18000 36000 =
4000 18000 = N B

G=m_.=1

Ovaj rezultat odgovara stvarnom stanju, jer se promet od prve do treée godine
povecao 9 pura (4 000-3-3 = 36000). Aritmeti®ka sredina:
8K BT

daje proseCni priraitaj prometa koji, oligledno, ne izraZava proseénu promenu
prometa tako dobro kao geometrijska sredina.
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Havnongjska sredina H statistickog obeleZja X je reciprotna vrednost ari-t

meticke siedine reciprocnih vrednosti obelezja xy, xo, .. L, e
1 N
Mg = gt (4.3.15)
1 > Ji > Ji
N i=1 Xi i=1 X§

Razmotrimo slededi primer. Cetiri radnika rade istovrstan posao. Za § ¢a-
sova radnik A je proizveo 48 jedinica proizvoda, radanik B — 80, radnik ¢ — 96
i radnik D — 120, Ukupno — 344 jedinica proizvoda.

Prosctna proizvodnost rada jednog radnika dobija se pomoéu aritmeticke
sredine:
48 -+ 80 -~ 96 + 120
4

34
:1.4 = 86 jedinica za 8 ¢asova

Medutim, ako drugacije posmatramo proizvodnost radnika, to jest ako traZimo
proseéno vreme za izradu jedne jedinice proizvoda, moramo iskoristiti harmo-
nijsku sredinu. Radniku 4 je za jednu jedinicu proizvoda bilo potrebno 10 mi-
nuta, radniku B — 6, radniku C — 5 i radniku D — 4 minuta. Proscéno vreme
izrade jedne jedinice proizvoda za radnike A, B, C i D iznosi:

H = - = 5,581 minuta

Harmonijska, geometrijska 1 aritmeticka sredina su u sledederm odnosu;
HLG<Lz (4.3.16)

Za skup brojeva 2, 4, 8, aritmeticka sredina je jednaka 4,67, geometrijska — 4
i harmonijska sredina — 3,43.

Pored ovih sredina, koristi se kvadratna ¢ kubna sredina:

| L
Xy = .R?;%‘l xi® fi (4.3.17)
L &
g = — x3 fi ; 4.3.18
— 2, fi ( )

Moie se pokazati da je ¥ << X << X3,

Logicno je postaviti pitanje koju i kada od ovih sredina iskoristiti. Na ovo
pitanje ne moZe se dati odgovor, jer sve zavisi od problema koji analiziramo. Ipak,
na vrednost aritmeticke, geometrijske, harmonijske, kvadratne i kubne sredine
uti¢u svi elementi statistiCkog skupa, dok na medijanu i modu ekstremne vrednosti
ne uticu. Zato, ako 7elimo da iskljutimo uticaj ckstremnih vrednosti, uvek ¢emo
upotrebiti medijanu ili modu. Geometrijska i harmonijska sredina se upotrebljavaju
kao mere brzine promena posmatranih pojava.
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Primer 1. Pod pretpostavkom da se izvesna osobina A statisticke celokup-
nosti ne menja za raglicite vrednosti xi, X2, . . ., ¥, dobijumo razli¢ite obrasce
za ariumeticku sredinu. : _

1. Automobil prelazi trima brzinuma Vi, Ve, V3 rastojanja si, s2, s3. Nadi
srednju brzinu I;A kojom automobil mora da prede rastojanje s == sy - sz -+ 53
za isto vreme. Ako automobil prelazi puteve sy, sz, 53 za vreme i, f2, {3, onda se
vreme putovanja ¢ nc menja, to jest onda je ispunjeno £ =41 -t £2 + 3. Sledi:

Vit=Vian+ Verz-+ Vats
odakle je:

7. Viti 4+ Vetz + Vana
45 et

2. Pretpostavimo da se pri kretanju auiomobila gubi u jedinici vremena
koli¢ina benzina proporcionalna kvadratu brzine kretanja. Neka automobil za
vreme ¢, fz, f3 ide brzinom Vi, Va, V3. Kojom srednjom brzinom on mora da pu-
tuje isto vreme ¢ = f; + iz + f3 da bi potrosio istu koliCinu benzina. Prema uslovu
zadatka potrofena koli¢ina benzina jednaka je:

EVite + & Volta + k Vil ta

i ona mora da ostane ista ako automobil ide isto vreme ¢ = 1 + t2 -+ 3 brzinom V.
Sledi:

AV R2e=kVREu+kV2+kVin
odakle je:

Fae Vit + Vitta + Valia
= o+t

Uporedujuéi srednje brzine u prvom i drugom slucaju, vidimo da smo dobili
razli¢ite izraze za srednje brzine kada smo izmenili ogranifenja.

Primer 2. U tabeli je data raspodela parnih lokomotiva prema njihovoj
starosti (statisticki bilten br. 324, str. 39).

Starost u godinama Broj lokomotiva Kumulativna raspodela
4—9 40 40
9—14 3 43

14—19 197 240
19—24 347 587
2429 ‘ 50 637
29—34 159 796
34—39 155 951
39—44 380 1331
44— 742 2073
Ukupno 2073

17 Elementi teorije verovatnoée

o]
o
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lazi se u poslednjoj otvorenoj klasi. Za
starije od 44 godine, ali nijc poznata
itmeticke sredine morala bi da se pro-
od samo jedne godine u pru&.nl te sredine

icku sredinu za 742 gedine. Zato je izra-
e ioovi raspodelu nepouzdano, mmnogo je bolje

s svih lokomotiva
POZNNLO JC

= 39 - L1l = 40,11 godina starosti

zije pokazatelja ove raspodele. Ona pokazuje
siva 1963, godmﬂ u SFR]J bila starija od 40,11
in lokomotiva zastareo. Medijana se mo¥e vrlo
putent. Na grafikn koji pokazuje kumulativne

; = . v e , e N 2073
frekvencije, na ordioatno) osi se nade velitina E = ——— = 1037. Iz te tacke

na o'clma

o] osi treba povudi paraielu s apscisnom osom sve do preseka s kumula-
aJom. I treba spustiti normalu na apscisnu osu i u tadki
St osu aoo.;mw medijanu. Preporudujemo &itaocu
nje wbele, konsiruiSe kumulantu (empirijsku funkciju

1 iznose (u centimetrima):

158 184 170 152 164 145 169 177
6o 178 160 16T 156 168 172 164
88 146 158 196 183 139 174 185
166 193 182 167 155 173 160 155
131 165 155 162 170 176 165 148

yarij

i interval jednak je 196 — 139 == 57 cm. Formirajmo tabclu raspodele
frekvencije sa 7 klasa (57 0 72 8, to jest sa Sirinom klase od 8 cm).

Frekvenaija Stedine 1= i 169

Vising u em 7 Wi g B e fit
t 2 3 4 5
[38-—146 3 142 —3 —9
147155 5 151 -2 — 10
156-—j64 9 160 -1 —9
165-—173 2 168 0 0
174——182 5 178 1 5
183—191 i 187 2 8
182—2C0 2 1956 3 6
Ukupno 40 —9
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Na slici 4.3.1. dati su hisic

Ako za radnu nulu odaberemo sredinu klase [165 — 1734, to jest xo = 169,
onda je ariuneticka sredina, prema obrascu (4.3.3), jednaka:

2 TP (—. 9) 4- 169 = T.J? 2 cm.

Kako je 34+549=17, a 34+54+9-+12= 29, medijana se takode nalazi
w klasi [165—173] i ]er.Lr.nAn je, prems obrasen (4.3.8):

My = 165 + 8- QDT}R = 67 cm

Prema obrascu (4.3.9) moda je jednaka:

Himd = 167,4

Mo =165 4 8- —
o =158y TS

ZADACI

1. Visine 40 ufenika u centimetrima iznose:

138 164 150 132 id44 125 149 157
146 158 140 147 136 148 152 144
168 126 138 176 163 119 i34 166
146 173 142 147 135 153 140 135
161 145 135 142 150 156 145 128

a) formirati raspodelu frekvencija;

b) konstruisati histogram i poligon raspodele frelovensiia;

¢) konstruisati kumulativau ras podelua frekvencija;

d) izrafunati medijanu.
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ReSenje. a) Najveca visina je 176 e¢m, a najmanja 119 cm. Varijacioni razmak je 176 —

3 ; : 5
— 119 = 57 cm, Ako bismo odabrali 5 klasa, onda bi &irina klase bila d = —5- s 11 em. Ako bismo

57
odabrali 20 klasa, onda bi Sirina klase bila 55 s 3 cm. Pogodna Sirina klase je 5 cm. Takode

je pogodno izabrati za sredine klasa 120, 125, 130, ..., a za same klase uzeéemo 118—1 22, 123—
127, ... Ovim izborom klasa njihove stvarne granice su 117,5; 122,5; 127,5,. . ., i ne poklapaju
se s naznadenim granicama.

TraZena raspodela frekvencija data je u tabeli 1. Kolona 3 pokazuje nadin grupisanja po-
dataka po klasama.

Tabela 1
1 2 3

Visineu em (klase) Sredine klasa Frekvencije
114 122 120 / 1
23127 125 /7 2
123- 132 130 // 2
133.137 135 /117 4
138. 142 140 /7 6
143 147 145 /7~ 177 8
148 152 150 /Y 5
153 157 155 /177 4
156- 162 16 // 2
163 167 165 17/ 3
168. 172 170 / 1
173177 175 // 2

Uk v'rn o - 40

Naravno, postoje i druge moguéne raspodele. Tabela 2 pokazuje, na primer, raspodelu
frekvencija sa sedam klasa, &ije su Sirine 9 cm. .

Tabela 2

Visineuem Frekvencije Kumulativne Relativne Kumulativne

(klase) frekvencije frekvencije relat. frek,
1 2 3 4 5
118—126 3 3 0,075 0,075
127—135 5 8 0,125 0,200
136—144 9 17 0,225 0,425
145—153 12 29 0,300 0,725
154—162 5 34 0,125 0,850
163—171 4 38 0,100 0,950
172—180 2 40 0,050 1,000
Ukupno 40 —_ 1,000 —_
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b} Histogram i poligon raspodele za oba posmatrana slufaja u talki a) konstruisani su
na slikama 4.3.2 i 4.3.3.

|
81 15 7
6 wd
I 10 =]
3 /i ]
4 ; J :
2« | " h 5_-
i 1/
15 120 10 140 150 160 170 180 13 122 134 140 149 158 167 176 185

Sl 4.3.2. Sl 4.3.3.

¢) Kumulativne frekvencije date su u tabeli 2, kolona 33 kumulativna raspodela frekven-
cija prikazana je na slici 4.3.4. Na isto slici su prikazane i relativne kumulativne f:r_ckveng'l]c:
leva vertikalna osa oznatava jedinice kumulativnih frekvencija, a desna sluzi da oznati relativne
kumulativine frekvencije.

A I
40 4 + 1,00
85 0,90
0,80
301 t 0,70
251 L 0,60
204 L 0,50
15 1 0,40
1 L 0,30
L L 0,00
5 0,10

18 126 135 144 153 162 171 180
Sl 4.3.4.

d) Da bismo odredili medijanu prema obrascu (4.3.8) uotimo zbirove frekv;ncija: 3+5+
+9=17i3+5+9 -+ 12 = 29, Znadi, medijana leZi u Zetvrtoj klzjm. Tako je: L = 144,5;
N=40, i+fo+...+fc=N+fo+fs=17, fen=12, d=9 i

40
j}ri'—(fl'l'fﬂ"'-..']'fk) - —17
M,=L+d- =144,5 + 9 ————— = 146,8
Sen 12
Naravno, mogli smo da uredimo svih 40 podataka po veli¢ini. Tada, aritmetitka sredina 20. i
. 146 + 146
21, daje medijanu: M, =——"— = 146.

2
261



r + bacanju ucden je brof grbova, Brojevi ba-
3, 4 ili 5 grbova dati su v tebeli §,

g mada se pojovilo 9, 1, 2,

TABELA |
Broj grbova 0 ] 4 5 Ukupno
Broj bacanja 38 287 164 25 1000

a) Crafidki ilustrevati raspodelu frekvencija, ;
b)) Formirati tabeln koja procentuaino pokazuje broj bacanja koja su u rezultaiu imala
broj grbova manji od 0, 1, 2, 3, 4, 5 ili 6, 2 zatim tu tabelv grafi¢ki ilustrovati,

Refenje. Rezultati 1000 bacanje 5 dinara mogu biti prikazani kao na slici 4,3.5 ili kao
na slie 4.3.6.

L4 TR 2 .
& Oraj bacanja . " .
! } Bref bacanja

!
5
|
|

|
E |
i i
! i
. S, I W
i 2 2 4 5
Brof grbova Broj grioova
S14.3.5, Sl 4.3.6.

Slika 4.3.5 ima ,-irodniji oblik, jer broj grbove ne mofe biti 1,5 ili 3,2. Slika 4.3.6 prika-

puthe |
sufe histopram raspodele,
] b) U tabelin2 priliazana je launulativia raspodels frekvencija, Odgovarajudi grafik kumu-
Tattvae raspodele frekvencija prikazan je na shici 4.3.7. :

TABELA 2

Broj grbava Broj bacanja Eroj bacanja u procentima
Suculativae fiehven.) (procenwuuine kumula-
tivne frekvencije)
manje od 0 3} 0,0
manje od 1 33 3,8
manje od 2 132 18,2
manje od 3 524 52,4
manje od 4 8il 81,1
manje od 5 975 97,5
manje od & 1con 100,0

3. Na slici je raspodela 400 sijalics prema duZing trajsajo:

a) odrediti procenat sijalica &ija duZina trajenja ne promad
b) odrediti procenat sijalica &iji je vek najmanjc
¢) konstruisati histogram 1 poligon raspodele T
d) konstruisati grafik kumulativne raspodele
procenat sijalica &iji je vek fzmedu 620 1 850 fazova.

ReSenje. a) 29,5%, b) 78,00, d) 46%.

¢ Broj lracania

o
00’ o/ R
Fu P
DuzZina trajanja . Broj sijalica P
(Casovi) 40 yd
Y.
ad 4
300—399 14 & i
400—499 46 /
500—599 58 40 4
600—699 76 !
700—799 68 J
+ 800—899 62 3 §
900—999 48 20 /
1000—1099 22 ) ;_,
1100—1199 6 . P o
. i 3 ¥ -;;' £ E
Ukupno 400 Broj grhova

b= I Sy

4, Cetiri grupe ulenika od 15, 20, 10 i [8 .Clanova priblizno imaju visine 162, [48, 153
i 140 cm respektivno. Nadi aritmeti¢ku sredinu visina svih nienika,

Reienje

4

E fix .

i=1 15-162 + 20- 148 + 10+ 153 + 18- 140

= - = S Li0sis = 150cm

20+ 10 +

Xfi

i=1

5. Ako se xi1, xs,...,xs pojavijuju respektivao sa frekvencijama fi, fa,. .., a i akosu
di=x1—a, de = x2—a,...,dn = % — a odstupanja vrednosti = (f = 1,2,...,#1) od kon-
stante g, aritmeticka sredina je jednaka:

[
k=4ﬂ+‘;\; 5 fids

=1

gde je N = X fi. Dokazau.

=

Dokaz. Kako je xi = di + a, onda je:

pusics B = E hilordien 3iiieeten B4

X = = a)y = — Jo—em X
. N =1 o 1\.".‘:1i * N;::l” N f:f‘
1

t=— o fidi+a
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Iskeristimo ovu formulu u izraunajmo aritmetitku sredinu brojeva 5, 8, 11, 9, 12, 6, 14, 10, uzi-
8
majuéi @ = 9. Odstupanja datih brojeva od 9 su jednaka —4, —1,2, 0, 3, —3, 5, 1 i zbir = dy = 3.
=
Sledi: :
_ 3
x=9+ 3 = 9,375

6. Koriste¢i obrazac (4.3.3), izrafunati aritmeti¢ku sredinu za statistiku raspodelu u
sledecoj tabeli:

Sredine Frekvencije Ll

Klase klasa x4 i g5 d fina
60—62 61 5 —2 —10
63—65 64 18 —1 —18
66—68 67 = xo 42 0 0
69—71 70 27 1 27
72—74 73 8 2 16
Ukupno 100 15°
Re¥enje
it B fne Tt cis gras
P = — = —-15 =
xo N =1 o 100 ’
7. Izvesti formulu (4.3.9) za modu kod
i grupisanih podataka. :
Redenje. Uotimo tri pravougaonika his-
R tograma od kojih je srednji modalni (slika 4.3.8).

Neka su $irine klasa jednake d. Modu definige-
mio kao apscisu preseéne tatke P duii OSi RT.
Nekax =L ix =L 4 d predstavljaju donju i
gornju granicu modalne klase, a A; i Az razlike
frekvencija modalne i susedne leve, odnosno su-
sedne desne klase. Iz sli¢nih trouglova PQR i
PST imamo:

==
==
==
==

-If_f"_ _ PF it My— L ) L 4+d— M

=== =

RO sT M T A Ac

-

odakle je:

il

x=L M, x=L+d Mo L ADE ML A
SL 4.3.8. e A1+ As - A+ A

l?ohije_ni rezultat ima interesantnu interpretaciju. Ako se konstruife parabola, koja ;:lml.a\z'i
keoz tri sredine gornjih strana nacrtanih pravougaonika (gde je srednji iznad modalne klase)s
apscisa maksimuma parabole poklapa se s modom dobijenom gornjim obrascem.

8. U toku tri dana izvesna vrsta bakterija namno?i se od 1000 na 4000. Koji je srednji
procentualni priraitaj na dan?

. Resenje. I.’ogto je broj bakterija porastzo od 1000 na 4000, Sto iznosi 300 odsto, mogli
bI.SII:lO da zakljutimo da je srednji procentualni priraitaj na dan 100 odsto. Medutim, ovakav
zakljudak nije tadan, jer bi u tom sluaju u toku prvog dana broj bakterija narastao od 1000 na
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2000, u toku drugog od 2000 na 4000, a u toku trecez dana od 4000 na 8000, 3to se ne slaje sa
stvarnim priradtajem broja bakterija. Ozna¢imo stvarni dnevni priradtaj (u procentima) sa r.
U tom sludaju je:

— broj bakterija na kraju prvog dana jednak: 1000 + 1000r = 1000 (1 + r);

— na kraju drugog dana: 1000(1 +r) +1000(1 +7r)r = 1000(1 4+ )% i

— na kraju treéeg dana: 1000 (1 + r)3.
Ovaj poslednji izraz mora da bude jednak 4000, to jest:

100001 +72=4000, (1 +rP =4, 1+r=+4 i r=~/4—1.

Koristedi logaritme imamo: /4 = 1,587 i r = 0,587 = 58,7%.

U ovom zadatku smo iskoristili formulu takozvanog slofenog interesnog rafunalP, =
= P (1 + r)" gde je P polazna velitina, r — konstantni priradtaj veli€éine P u jedinici vremena
i n — broj tih vremenskih jedinica za koje veli¢ina P naraste do Py.

9. Covek je presao rastojanje od A do B brzinom od 30 km/éas, a u povratku, od B do A4,
isti put je pre$ao srednjom brzinom od 60 km/&as. Naéi srednju brzinu za ceo put.

Redenje. Pretpostavimo da rastojanje od A do B iznosi 60 km (moZe se uzeti i proizvoljna

druga razdaljina). U tom sludaju je vreme putovanja od 4 do B jednako ——————=2 Zasa,

30 km/cas .
60 km . . ukupna razdaljina
aod Bdo A4 m = 1 €as, dok je srednja brzina za ceo put 1ednakam =
120km
= ————— = 40 km/¢&as.
3 fasa

10. Merenjem pretnika krugova dobili smo sledeée rezultate uw mm: 15, 20, 10, 25, 30.
Treba odrediti preénik kruga srednje povriine.

ReSenje. Prema formuli za kvadratnu sredinu (zadatak 14.12) imamo:

h=vls=+ma+lg’=+25=+30’ =1/ 20 = 21,22 mm

Aritmetitka sredina preénika:
15+ 20 + 10 + 25 + 30
5

daje nepravilnu karakteristiku za skup krugova. ObrazloZimo ovaj zakljuéak. Povriina svih pet
krugova iznosi pribliZno:

3,14 (7,5 + 102 + 5% + 12,52 4 15%) = 1766,25 mm?

Ako bismo uzeli da svih pet krugova imaju isti preénik ¥ = 20 mm, onda bi ukupna povriina
bila 5-3,14- 102 = 1570 mm2. to jest, znatno manje od stvarne povrfine. Ako uzmemo da
svih pet prefnika imaju vrednost kvadratne sredine %2 = 21,22 mm, onda ¢ ukupna povriina
pet krugova biti:

=20,0 mm

53,14 (10,61)* = 1767,4 mm?2
§to je pribliZno jednako stvarnoj povriini datih krugova.

11. Kubna sredina skupa brojeva x1,%e;...;%n, koji se pojavljuju sa frekvencijama f,
Jfoy < o« 3 [, definisana je izrazom: k]

%
X3 = N '_1_3 fix

a) Grupa rezervoara loptastog oblika ima polupretnike u cm:

£ 10 15 20 25
Ji 3 5 10 2
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Koliki bi morao da bude srednji polupre¢nik da ukupni kapacitet svih rezervoara ostane .

nepromenjen ?

Polto je u pitanju zapremina lopte gde se pojavljuje tredi stepen polupregnika, srednji

poluprednik se izraCunava pomocu kubne sredine:

S fixd 3
B = - - X TP+ 5150 - T+ 27057 yuii
b 1 ] 34+5+10+2 ?

i=1

b) Pokazati da je ¥ < %2 < %3

12, Put od poletne do poslednje stanice, ili obratno, trolejbus je prelazio u minutima:

24, 27, 30, 24, 28, 26, 26, 26, 22, 25,
29, 25, 26, 25, 24, 24, 23, 27, 26, 27,

Naci aritmetitku sredinu vremena putovanja neposredno i pomoéu grupisanih podataka.
Rezultat x = 25,7

13. Odstupanja merenja izvesne duZine pokazana su u tabeli:

Klase Sredine klasa x; Frekvencije fi
[0,1) 0,5 1
[1,2) 1,5 2
[2,3) 2,5 10
3,49 3,5 22
[4,5) 4,5 ' 27
[5,6) 5,5 21
[6,7) 6,5 13
[7,8) 7,5 k]
8,9 8,5 1
Ukupno 100

Naéi aritmetitku sredinu, medijanu i modu.
Rezultat x = 4,58, M, = 0,56; My = 4,45 ,

14. Ako su vrednosti statistitkog obeleZja X: x1,%s,..., xn poredane po velifini, onda
je geometrijska sredina veda od najmanje vrednosti x1, a manja od najvece vrednosti x,. Dokazati.

Uputstvo. Videti prvu od oscbina aritmetitke sredine.

15, Ako su vrednosti statistitkog obeleZja X': xi,%2,...,xn poredane po velifini, onda
je harmonijska sredina veca od najmanje vrednosti x1, 2 manja od najveée vrednosti x,. Dokazati.

16. Tabela prikazuje raspodelu maksimalnih optereéenja u tonama koja su izdrzali kablovi
jedne fabrike.

Naci aritmeticku sredinu (prosck maksimalnog opterecenja kablova), medijanu, modu i geome-
trijsku sredinu.
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Rezultat x == 11,09 ¢; M, = 11,07¢; My = 11,068 G = 11,0705 H - 11,041

Maksimalno opterecenje  Broj kablova

9,3—9,7 2
9,8—10,2 5
10,3—10,7 12
10,8—11,2 17
11,3—11,7 14
11,8—12,2 &
12,3—12,7 3
12,8—13,2 1
Ukupno 60

17. Gradovi 4, B i C su podjednako udaljeni jedan od drugoga. Motociklista je od grada

A do grada B putovao 30 km/h, od Bdo C — 40 km/h i od C do 4 — 50 km/h. Nadi prosenu
brzinu za ceo put.

Rezultat 38,3 km/h

18. Avion prelazi rastojanje di, de i 3 kilometara respektivno brzinama Vi, Ve i Va ki-
lometara na &as,

Pokazati da je srednja brzina jednaka V, gde je:

Y Gt @

+
v V1 Va Va

Ovim je dobijena harmonijska sredina, Posebno, naéi V, ako je di = 2500, d2 = 1200, ds = 500;
V1 = 500, V= = 400, V3 = 250.

Rezultat 420 km/h

19. U 1950. i 1960. godini broj stanovnika SAD (ukljucujuéi Aljasku i Havaje) iznosio
je 151,3 i 179,3 miliona respektivno.

a) Koliki je srednji godi3nji procentualni priraitaj stanovniStva?

b) Ako se srednji godiinji procentuaini priradtaj stanovnika iz perioda od 1956, dv 1960,
zadrzi i u periodu od 1960. do 1970. koliki &e biti broj stanovnika u 1970. godini?

Rezultat. a) 1,71%, b) 161,9 miliona, ¢} 212,5 miliona.

20, Pokazati da je kvadrlama sredina dva nejednaka pozitivna broja a i b:
a) veta od njihove geometrijske sredine,

b) veca ili jednaka njihovoj aritmetitkoj sredini,

c) veéa ili jednaka njihovoj harmonijskoj sredini.

Mogu li se ove osobine uopétiti na vife od dva broja?

21. Prema datim vrednostima obelezja X u tabeli , izracunati harmonijsku, geometrijsku,
aritmetitku i kvadratnu sredinu i pokazati da je f1 < & < x < xo.
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S

%t fi -;:— log x¢ filog x: fixi Jixgd
5 1 0,200 0,6990 0,6990 5 25
8 2 0,250 0,9031 1,8062 16 128
10 2 0,200 1,0000 2,0000 20 200
12 3 0,250 1,0792 3,2376 36 432
16 2 0,125 1,2041 2,4082 32 512
10 1,025 10,1510 109 1297

Resenje. Iz tabele sledi:

.EI fi
H=—2 =-——— n 9,75
g Ji  Lozs 8
i=1 %t
N___ n 10,1510
C = s/alfi-xafa ...xal"; logG =-§-£§lﬁlogx: = T =1,0151; G~ 10,35
E 1 =
X = 7;21 Jixi =—— =109
1 1297
=|/f—=x L Y ik
Za N fixi 10 11,39

22. Nadi: a) kvartile, b) decile raspodele date u sledeéoj tabeli.

Brzine vozila Broj vozila
B ki
50,00—59,99 8
60,00—69,99 10
70,00—79,99 16
80,00—89,99 14
90,00—99,99 10
100,00—109,99 5
110,00—119,99 2
Ukupno 65

Redenje. a) Prvi kvartil Oy je ona brzina vozila koju ima % = % = 16,25 vozila, ra-

tunajuti od najniZe klase, Kako prva klasa sadrZi 8 vozila, treba uzeti jo¥ 8,25 od 10 vozila druge
klase, Koristeéi linearnu interpolaciju , imamo:

8,25
01 = 60,00 + ?— 10 = 68,25
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N 65
Drugi kvartil Q2 obuhvata prvih — = et 32,5 slucajeva. Kako prve dve klase obuhvataju

18 sludajeva, iz treée klase sa 16 sIuéajev; treba uzeti jo§ 32,5 — 18 = 14,5:

— 14,5
02 = M, = 70,00 + 6 10 = 79,06

IN
. 4
taju 48 sluéajeva, treba jo§ uzeti 0,75

= * 65 = 48,75 slufajeva. Kako prve etiri klase obuhva-

Treéi kvartil Qs obuhvata prvih

|

ludajeva pete klase:

[

0,75
Q3 = 90,00 + ;—0 -10 = 90,75

- i " N 2N 9N | . p—
b) Decili se dobijaju radunanjem E’ _1?’ Ry E“ svih sludajeva, pofinjuéi od prve

klase. Tako je:
6,5
Dy = 50,00 + —-*'8 - 10 = 58,12

5
Dz = 60,00 + TO‘ 10 = 65,00

1,5
Dy = 70,00 + ﬁ 10 = 70,94

8
Dy = 70,00 +"1'€- 10 = 75,00
14,5
Ds = 70,00 + 1—’6 - 10 = 79,06
5
Ds = 80,00 + T 10 = 83,57
11,5
Dy = 80,00 + e 10 = 88,21
r4
Dy = 90,00 +:E 10 =,94,00

0,5
Dy = 100,00 + < 10 = 101,00

23. Raspodela 120 kandidata prema broju poena na pismenom ispitu iz izvesnog pred-
meta je sledeta:

Poeni x; 30—39 40—4%  50—59  60—69 70—79  80—89  S0—100

Broj kandidata f; 1 3 1 21 43 32 9

Nad kvartile ove raspodele.
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Reflenje. O1 = 67, Qs = M, = 75, Qs = 83, §to znadi da je 25 odsto kandidata s brojem
poena manjim od 67, 50 odsto s brojem poena manjim od 751 75 odsto s brojem poena manjim od 83.

Iustrovati ove rezultate na histogramu, poligonu i na kumulativnoj raspodeli relativnih
frekvencija.

4.3.2. Standardno odstupanje i druge mere rasturanja (disperzije)

AritmetiCka sredina ili drugi pokazatelji centra rasturanja mogu biti isti
i u slutajevima manjih i veéih rasturanja vrednosti statistitkog obele¥ja. Na pri-
mer, skupovi brojeva 16, 20, 24 i 4, 20, 36 imaju istu aritmetitku sredinu: ¥ —
= 9-9 = 20. Kod prvog skupa ¢lanovi ne odstupaju mnogo od aritmetike sredine
(—4,0,4), medutim kod drugog odstupaju znatnije (— 16, 0, 16). Da bismo
brojno izrazili varijabilitet ili varijaciju (disperziju ili rasturanje) uvodimo poka-
zatelje rasturanja vrednosti statisti¢kog obeleZja, Postoji vide pokazatelja rasturanja:

1. Varjacioni interval (razmak): R = xmax — Xmin (ovaj pojam smo veé
iskoristili u tatki 4.2. On je vrlo jednostavna karakteristika rasturanja, ali sam
karakter rasturanja oko centra rasturanja ne moze da prikaZe).

2. Da bi se izbegao uticaj ekstremnih vrednosti statistitkog obele¥ja odba-
cujemno desno od xmin i levo od xmax po 25 odsto svil' frekvencija i tako dobijamo
interkvartilni razmak (xo,25; x0,75) koji sadrzi 50 odsto frekvencija, gde se Q1 = xo0,25
i Qs = xo,75 nazivaju donjim i gornjim kvartilom, Polurazlika:

g-m_n_G—0 (4319

uzima se za meru rasturanja i naziva se interkvartilnim odstupanjem. Kako je me-
dijana M, = xo,50 to jest kvartil reda 0,5, onda Oy, M, = Qs, Qs dele raspodelu
frekvencija na Zetiri jednaka dela, sa po 25 odsto svih elemenata statisti¢kog skupa,

Grafi¢ki, kvartile moZemo dobiti deleéi maksimalnu ordinatu kumulante
na Cetiri jednaka dela; apscise tako dobijenih tataka kumulante jednake su vred-
nostima kvartila.

I kao ¥to medijana deli raspodelu na dva jednaka dela, a kvartili na detiri,
tako je kvintili dele na pet delova, decili na deset, percentili na 100 itd. Za sve
imamo zajednitki naziv — kvantili (videti zadatak 22, tatka 4.3.1). 8o je inter-
kvantilno odstupanje manje, vrednosti obelezja vise se gomilaju oko srednje vred-
nosti. Kod interkvantilnih razmaka izvriena je eliminacija ekstremnih elemenata
skupa, ali sve ostale nedostatke koje ima varijacioni razmak, imaju i interkvanrtilni
razmaci.

Tako je interkvartilno odstupanje u zadatku 22 (tatka 4.3.1) jednako:

: Q=&~;—Q‘=11,zs

Kao procenu srednje brzine moZemo uzeti:

—;— (01 + 03) = 79,50
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Znati, 50 odsto vozila krede se brzinom od 79,50 — 11,25 = 68,25 do 79,50 -+
-+ 11,25 = 90,75 km/cas.

3. Srednje apsolutno odstupanje 9 vrednosti statistickog obelezja X: x1, x2, . . .,

xn koje se pojavljuju sa frekvencijama f1, f2, ..., fu (El fi = N) jednako je:
—_
0="—"72 filx—=| (4.3.20)
N i=l1

n —
Interesantno je da zbir Z fi |x;—a| dostiZe minimum kada je a = M,,
i=1

to jest srednje apsolutno odstupanje oko medijane je najmanje.

Primer 1. Za skupove brojeva 12, 6, 7, 3, 15,10, 18, 51 9, 3, 8, 8, 9, 8,
9, 18 nadimo srednja apsolutna odstupanja.

Za prvi skup imamo:

12+6+?+3+15+10+18+5=

2 — 9,5
8
— —9, viwwiop | 5—=9;5
sy M2=95 H16—95 + .. 41505 _ ¢
8
Za dmugi skup:

E® =9, 6@ =225
Srednje apsolutno odstupanje pokazuje da drugi skup brojeva ima manju disperziju,

4. Empirijska disperzija i standardno odstupanje. Za statisticko obeleZje:

X = xl:xza---sxﬂ] S fi=N
{fhfﬁ}---a n ’s‘-:zl

pokazuje se da je najkorisnije uzeti za meru rasturanja srednji kvadrat odstupanja
vrednosti x; od aritmeticke sredine %:

=

s

1 _r}wl L 2
— P —xP e — 5 & fi—=x? (4.3.21)
N ik 4L N igl :
Velitina s2 je empirijski adekvat disperziji ¢2 — karakteristici rasturanja osnovne
(teorijske) celokupnosti, ¢iji je deo statisticka celokupnost ili uzorak. Kvadrami

koren iz s% uzet sa znakom -+ :

s= +V“11\7.-§1 fi (e — 2P @3.22)
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naziva se standardnim odstupanjem (za velike vrednosti N, prema zakonu velikih
brojeva s se malo razlikuje od @), Prilagodimo i formulu (4.3.21) za ,,radni podetak*
x0 u slufaju raspodele frekvencija po klasama:

53=-11\}- ﬁ: Si(xt—x0 4+ 20— =

g %,g Ji (g — xo)2 + _1%(""”2) 2": J1 (e — x0) + -.Z:._"(xo_i)zé‘f‘

i=i

Kako fe:
1 n
N 2 fil—x0) =2 —x0=—(x0—%)
i=1
imamo:
2= "zl\r_ S fi (54— %)t — (xo— 22
=1
ili,poslezamene g = i_jx—u, gde je d Sirina klase, dobija se:
d: n
s R frif — (xo— =)
i=1
ili
a=Z ifr‘ ENe> fog)? (4.3.23)
Nl& TN & -

Otigledno, za ovu formulu treba izraZunati zbir proizvoda fi 72, U tabeli 1, tatka
4.3.1, vrednosti ovih proizvoda date su u koloni 6. Sledi, za ovaj primer:

s2 = 058,9216 i s= 30,96~ 31

Cesto se standardno odstupanije s definiSe tako %to se u formuli (4.3.22) umesto
N u imeniocu stavi N — 1 (glava V), jer tako dobijena vrednost standardnog od-
stupanja bolje procenjuje standardno odstupanje osnovne celokupnosti iz koje
je uzorak uzet. Za velike vrednosti N (svakako N > 30) praktitno nema razlike
izmedu ove dve definicije. Nave$¢emo neke od osobina standardnog odstupanja,

1. Uopste, standardno odstupanje mofe se definisati izrazom:
=VL3 i
N & —ap
gde je a jedna od sredina. Od svih takvih standardnih odstupanja, najmanju vred-
nost ima ono kod koga je a = 2 (osobina 3, tatka 4.3.1),
2. Neka imamo dva statistitka skupa Sy i Sy, okarakterisana abeleZjima:
X={-"-'1,x8s- . -:xfu]’ Y = {yhyﬂs- --ly!l.]
Sufa ooy E1382 ¢ 405 8na
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L]
s aritmetitkim sredinama % i 5 i empirijskim disperzijama s, i 5,'. Spajajuci oba
i . ‘et s . . ) ME L ny
skupa, dobijamo novi statisticki skup S, s aritmetikom sredinom _L_jj,_.l’
n Ha

i disperzijom:

oo m sz Fnest | mm(R—pR
a1 - 2 (?11 -+ ?33)2

U slutaju kada je & =3, disperzija zajednitkog skupa jednaka je ponderisanoj
sredini disperzija skupova Sz i Sy:

(4.3.24)

2 nsy + nasy

n+ n2
Izratunavanje standardnog odstupanja kod podataka rasporedenih u klase pomoéu
formule (4.3.22) ne procenjuje gresku koja se svakako pojavljuje zbog zamene

svih vrednosti jedne klase sredinom te klase. Separd je predlozio sledeéu korek-
ciju disperzije:

(4.3.25)

; . .
Korigovana disperzija = disperzija klasiranih podataka — % gde je d
Sirina Kklase. .
Za unimodalne raspodele imamo empirijske formule:

; 4 ;
— srednje apsolutno odstupanje = 7 (standardnog odstupanja);
— interkvartilno odstupanje =% (standardnog odstupanja).

Ovo su posledice ¢injenice da je kod normalne raspodele verovatnoéa srednje
apsolutno odstupanje sludajne promenljive X jednako:

B HVE - 0,7979
™

a interkvartilno odstupanje Q:
Q=0,6745¢

Primer 2. Za raspodelu u zadatku 22, tatka 4.3.1 nadimo standardno od-
stupanje. Radi toga profirimo veé daru tabelu:

Sredine Frekvencije = x— 75

o % : fiu fin®
55 8 —2 —16 2
65 10 —1 —10 10
75 16 0 0 0
85 14 1 14 14
95 10 2 12 40
105 5 3 15 45
115 2 4 8 32
Ukupno 65 31 173
18 Elementi teorije verovatnoée 273



Sledi

d 1 10
F o= — il =—"31 + 75 = 79,77
X nglf ¢+ xo e +
a2 H . I " 2 100 kit
= i —— i) | = ——| 173 — — | = 100 - 2,434]
’ N[,;f” N(.=.f“” 65[ 65} Y
i
s = 15,60

5. Koeficijent wvarijactje. Aritmeticka sredina i standardno odstupanje jednog
statistickog skupa izraZavaju se istim mernim jedinicama. Medutim, da bismo mogli
da uporedujemo disperzije razli¢itih statistickih skupova sa disperzijama merenim
razli¢itim jedinicama, potrebno je da uvedemo jednu relativou karakteristiku
disperzije. Takva relativna mera je koeficijent varijacije Ky u obliku:

= s s
Ky =— =100— 9% (4.3.26)
X x
Koeficijent varijacije se ne mo#e koristiti kada je aritmeti¢ka sredina blizu nule.
Otigledno, $to je koeficijent varijacije manji, homogenost statistitkog skupa je
veca, i obratno, $to je koeficijent varijacije vedi, vece je i rasturanje oko aritme-
ticke sredine.

. : 3 : 1+
Ako poznajemo kvartile, onda se, s obzirom na to da izraz Q—ng karak-
teriSe centar rasturanja, koeficijent varijacije moZe izraziti pomocu kvartila u obliku:

1
6 1979 oy

O+ Os

5 @+ )

Primer 3. Rudari izvesnog rudnika u proseku svaki iskopa dnevno po
41 = 400 kg uglja sa standardnim odstupanjem s; = 80 kg. U drugom rudniku
su aritmeticka sredina i standardno odstupanje jednaki % = 1200 kg i 53 = 120 kg.
Prema standardnim odstupanjima mogli bismo pogre$no zakljuditi da je
varijacija koli¢ine iskopanog uglja veéa u drugom nego u prvom rudniku. Me-
dutim, pravilan zakljutak izvodimo pomocu koeficijenata varijacije:
80 1 20

_ _ 120 10
FoES ——— == T = — = = L " :-—-—-—:——-—-=Ioo
Ki=260 =75 = Too = 20%: Kin= 1555 100 L

U prvom rudniku je dvaput vece rasturanje oko sredine.

ZADACI

1. TeZine 100 studenata date su u tabeli
a) Konstruisati histogram i poligon raspodele frekvencija.

b) Formirati relativne frekvencije i kumulantu relativnih frekvencija, pa pomoéu nje
grafidki odrediti kvartile O1, Qs, Q.
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chiign)e Broj studenata
60—62 5
63—65 18
66—68 42
69—71 27
72—74 8
Ukupno 100

¢} Izratunati aritmetiku sredinu neposredno i koristeéi radnu nulu.

d) Nadi srednje apsolutno odstupanje, a zatim procentualno odrediti broj studenata ¢ije
su teZine u granicama: 1) (x—0, x 4+ 1), 2) (x—20, % + 20), 3) (x— 30, » + 30).

¢) Naci standardno odstupanje.

b2

— 4
f) Proveriti empirijske formule: 0 = ; 5 0= -; 5.

Rezultat c) x = 67,45 kg, d} & == 2,26 kg, 1.55, 2.86, 3.90, ¢) s = 2,92 kg,
- 4
£) 6=077s~ ;‘55 Q= 0,685 = ES.

2. Data su dva skupa brojeva: 2, 5, 8, 11, 14 i 2, 8, 14. Naéi aritmetitke sredine ovih
skupova, njihove disperzije, aritmeti¢ku sredinu i disperziju skupa brojeva koji se dobija kombi-
novanjem datih skupova. =

5% + 35 55,2 4 35,2
Rezultat =3 =8,52 = 18,52 =24, — 2 g g0 = 2= T W _ 435
5+3 5+3

. 5 i swsman " ” mentalna zrelost -
3. U tabeli je dat koli¢nik inteligencije | ——————— 100%) | 480 utenika jedne
broj godina

osnovne 3kole:

Koli¢nik
inteligencije x¢ 70 74 78 82 86 90 94 98 102 106 110 114 118 122 126

Frekvencijefi 4 9 16 23 45 66 85 72 54 38 27 18 11 5 2

a) Naéi aritmetitku sredinu i standardno odstupanje. N

: . . X—x
b) Formirati raspodelu frekvencije standardizovane promenljive T = - , i gra-
5

ficki prikazati raspodelu relativnih frekvencija (statisti¢kih verovatnoéa).
Rezultat % = 95,97, s = 10,47 (sa Separdovom korekcijom 5 = 10,41)

4. Pet dinara je bafeno 1000 puta i u svakom bacanju uofavan je broj grbova. Rezultati
bacanja dati su u tabeli.

Broj grbova Broj bacanja
0 38
1 144
2 342
3 287
4 164
5 25

Ukupno 1000
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a) Konstruisati histogram i poligon raspodele frekvencija.

b) Konstruisati kumulativiu funkciju raspodele relativnih frekvencija.
¢) Nadci aritmeticku sredinu i standardno odstupanje.

Rezultat c) x =247, s=1I11

5. Izralunati kvartile Q) i Qg i interkvartilno odstupanje statistitkog obeleZja X &ije su
vrednosti date u tabeli:

Klase Frekvencije
27,5-—-29,5 3
29,5—31,5 5
31,5—33,5 23
33,5—=35,5 33
35,5—37,5 38
37,5—39,5 34
39,5—41,5 21
41,5—43,5 8
43,5—45,5 1

Ukupno 170

Rezultat O; = 33,95, Qs =3876 i Q=241



